CAPITULO 3

CAOS

The future ain’t what is used to be.

YoGI BERRA

Cuando en conversaciones cotidianas se habla de caos, generalmente se hace
alusion a algo desordenado o estocastico'. No obstante, aqui “caos” es un
término técnico con una definicion formal que vamos a ver enseguida. Para
hacer énfasis en la diferencia, cabe sefialar también que hay quienes lo lla-
man “caos determinista” o “caos matematico’, queriendo asi decir que no
tiene que ver con lo estocastico. Es una buena idea aunque, para no hacer el
texto muy pesado de leer, lo llamaremos simplemente “caos”

En el mundo real vemos muchos fendmenos que exhiben comportamien-
tos a veces ordenados y predecibles, a veces desordenados e impredecibles.
Hay una amplia gama de estos comportamientos. Podemos ver cosas que
crecen y decrecen, que se estancan, que repiten lo mismo una y otra vez, o
que fluctian de manera erratica. Los fendmenos cadticos estan entre medias
de los completamente ordenados y los completamente estocasticos (Figura
57). Pero caos no es sinénimo de desorden, porque bajo la apariencia de
una gran complejidad se esconde tipicamente una ecuacién o un modelo de

17 Recordemos que una secuencia de eventos es estocdstica si no tiene ninguna causa y, por tanto, no
se puede predecir. En computacion se las suele llamar, erroneamente, secuencias aleatorias. Alea-
torio es sinénimo de incompresible, que no se puede comprimir porque no tiene patrones sub-
yacentes. La diferencia entre ambos conceptos es cuestion de matices, pero una secuencia como
11111111111111111 puede ser estocéstica (si da la suerte que sale eso al lanzar repetidamente una
moneda al aire), pero definitivamente no es aleatoria ya que si se puede comprimir.
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comportamiento muy simple, cuya evolucidn en el tiempo es compleja. El
caos es una forma barata de generar complejidad a partir de casi nada.

Es importante esclarecer esa diferencia entre procesos cadticos y estocas-
ticos, especialmente porque en muchos textos se les confunde. En la tabla 3
vemos algunos ejemplos que nos ayudardn a entender las diferencias.

Z| - Equilibrio.

2| - Emergencia de orden.

& Estructuras autoorganizadas.

«» | - Movimiento regular de estructuras coherentes.

g - Movimiento irregular de estructuras coherentes.

- Rotura de las estructuras.

2;: - Aparicién de estructuras mas pequefas, espacialmente independientes.
21 - Al final se llega a la turbulencia, al desorden.

2‘ v

Figura 57. Transiciones del orden a la aleatoriedad pasando por el caos
Tabla 3. Comparacion entre sistemas ordenado, cadtico y estocdstico

Caracteristica Orden Caos Estocastico

. X . “Nieve” en un televisor sintonizado donde no hay
Ejemplo Reloj Nubes, clima

canales

Predecibilidad Muy alta Finita, a corto plazo Ninguna
Efecto de perturbarlo Pequefio Explosivo Ninguno
Espectro Armonico Finito continuo Muy ancho
Dimension Finita Baja Infinita
Control Facil Dificil, pero efectivo Imposible
Atractor Punto, linea, toro... Fractal Ninguno

Y hay otro concepto adicional a considerar: la seudoaleatoriedad, que es
muy parecida al caos. Entonces los eventos del mundo pueden ser (Figura 58):

ORDENADO

Figura 58. El mundo y sus causas
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« Estocasticos: si no tienen ninguna causa. No hay ningun algoritmo
que genere los resultados, que aparecen al azar.

o Ordenados: si la causa es facilmente entendible y el resultado es pre-
decible y repetible. El algoritmo que convierte causas en resultados se
conoce o puede llegar a conocerse con facilidad. Y es determinista, es
decir, no interviene el azar.

« Seudoaleatorios: si la causa no es facilmente entendible, y el resultado
es repetible solo si se conocen exactamente las causas (condiciones
iniciales). El algoritmo que convierte causas en resultados existe y es
determinista, pero probablemente no se conozca.

« Cadticos: si son seudoaleatorios y ademas cumplen otras tres condi-
ciones que veremos enseguida: sensibilidad, densidad y mezcla.

Para complicar las cosas, puede haber eventos compuestos de varios de
los anteriores.

Los fenémenos estocasticos son no deterministas, lo cual significa que
ocurren sin que haya otro fenémeno desencadenante. Ocurren sin causa, al
azar, de forma impredecible.

Los fenémenos ordenados, caéticos y seudoaleatorios son deterministas,
es decir, hay una causa desencadenante fija tal que si repetimos las mismas
condiciones iniciales se volvera a repetir el mismo fendmeno. La diferencia
entre ellos es que en los ordenados la causa es conocida, facil de entender
y de predecir, mientras que en los otros dos no es asi. Lo cierto es que si
desconocemos el algoritmo que genera una secuencia seudoaleatoria, ella se
comporta practicamente igual que una secuencia estocastica.

Una pregunta filosofica importante: ;existe realmente algiin fenémeno
estocastico? ;O solo es nuestro desconocimiento el que los clasifica asi? Des-
pués de todo, hace cientos de miles de afos la salida del sol o los eclipses
eran acontecimientos magicos que, con el tiempo, fueron convirtiéndose
en fenémenos ordenados (primero la salida del sol y mucho mas tarde los
eclipses), pues ese es el objetivo de la ciencia: convertir lo que parece esto-
castico en algo entendible y predecible.

Hoy en dia se piensa que los inicos fendmenos verdaderamente estocas-
ticos son los de la fisica cuantica. Sin embargo, también hay quienes creen lo
contrario, es decir, que detras de ellos hay fendmenos deterministas, segiin
la teoria de las variables ocultas de David Bohm y otros. Los experimentos
realizados en afios recientes sobre la desigualdad de Bell han demostrado
que no existen esas variables ocultas, pero incluso asi ain queda otra posi-
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bilidad: que las variables ocultas sean cadticas'® y no exista nada verdadera-
mente estocastico. De modo que la pregunta sigue abierta.

Por otro lado, esta discusion es muy similar a la que damos en el capitulo
sobre la libertad, del siguiente libro: ;somos libres? No lo sabemos y no im-
porta. Nos basta una definicion relativa de libertad. Y aqui, en el tema del
orden y del desorden, nos basta una definicion relativa de predictibilidad.

De hecho, en ciencia deberiamos prescindir del concepto “estocastico”
pues tiene algo de magico. Veamos por qué: en un computador no hay for-
ma de crear secuencias de numeros realmente estocasticas, a no ser que las
traigamos desde fuera del sistema'’. Si dentro del computador creamos un
mundo virtual, pasara lo mismo: la tinica manera de que tenga secuencias
estocasticas es si las inyectamos desde fuera. ;Sera que en nuestro mundo
real pasa lo mismo y lo estocastico, o bien no existe, o bien es una primitiva
(no derivable del resto de cosas), inyectada desde fuera?

Piense que no son solo unas condiciones arbitrarias iniciales dadas en el
momento del Big Bang. Se requiere un flujo continuo de informacién pro-
cedente de fuera de este mundo cada vez que un atomo decide o no desinte-
grarse, cada vez que un gato de Schrodinger decide o no morir, cada vez que
un electron salta por efecto tunel en nuestro computador. Es una cantidad
enorme de informacion que tendria que venir desde fuera del universo. No
parece razonable.

De todos modos, nadie lo sabe, y en el capitulo “La gradualidad de la
emergencia’ del siguiente libro propongo otra alternativa, donde lo que
creemos que es estocastico es la diferencia entre las percepciones de nuestro
nivel y las reglas que realmente estdn trabajando en el nivel inferior.

INTELIGENCIA
(CIENCIA)

Fenémenos
deterministicos

Tiempo

Figura 59. Clases de fenémenos

18 Ver, por ejemplo, Thompson (2004).

19 En Linux existe el flujo /dev/random que se puede abrir y leer como si fuera un archivo y que
contiene sucesos externos como la distancia temporal entre pulsaciones de teclas, los eventos de
mouse y las llegadas de paquetes de red, que han sido filtrados para eliminar las partes redundan-
tes. Este flujo de datos se puede considerar realmente estocastico.
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Por todo ello, es mas sensato pensar que no hay nada realmente estocas-
tico, que todo es determinista (ordenado, cadtico o seudoaleatorio) y que los
sucesos del mundo tienen un horizonte de prediccién que sera mayor o me-
nor en funcién de la sensibilidad intrinseca del fenémeno a las condiciones
iniciales y del grado de inteligencia que tenga el ente que esta realizando la
prediccion (ver figura 59 y tabla 4).

Conforme pasa el tiempo, los fendmenos que eran inicialmente percibi-
dos como estocasticos, la ciencia los convierte en deterministas.

Tabla 4. Epistemologia del determinismo

Nuestro conocimiento Horizonte de prediccion de fenomenos
Formula o modelo de L ) . .
) Estado inicial (con ruido) Seudoaleatorios Cadticos Ordenados
comportamiento
Desconocido Desconocido nulo nulo nulo
Desconocido Conocido nulo pequefo grande
Conocido Desconocido nulo pequefo grande
Conocido Conocido nulo grande perfecto

Lo que el fisico Eugene Wigner llama “la increible efectividad de las mate-
maticas para entender el mundo’, es solo una ilusion. Las matematicas nos dan
un conocimiento perfecto cuando sabemos la férmula y el estado inicial de
un fenomeno ordenado. En los demas casos tenemos apenas aproximaciones.

El estado inicial hay que considerarlo siempre con ruido, es decir, erro-
res en la medicion. Pero si no tuviera absolutamente nada de ruido (por
ejemplo, dentro de un computador), entonces con conocimiento perfecto
(altima fila) tendriamos predicciones perfectas para todos los fendmenos.

En este sentido, los fendémenos seudoaleatorios también podriamos lla-
marlos “fendmenos criptograficos’, pues solo el conocimiento perfecto de
todo nos permite entenderlos. Por ejemplo, cuando estamos tratando de
averiguar una contrasefia, si no la conocemos perfectamente —esto es, si
conocemos todas las letras menos una—, no hay nada que hacer; no obtene-
mos acceso al sistema.

A continuacion veremos cdmo pueden ocurrir fendmenos deterministas
en los que, a pesar de conocerse muy bien todos sus detalles, es imposible
hacer predicciones a largo plazo en ellos. Son los fenémenos cadticos.

UN SISTEMA CAOTICO MUY SENCILLO: LA CURVA LOGISTICA

Para que haya caos en un sistema es condicion necesaria que exista al menos
una realimentacion positiva y una negativa. Y la forma mas sencilla de obte-
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ner caos es usar ecuaciones que se aplican iterativamente. Es decir, dada f(x)
y un valor inicial x , aplicar:

x =f(x) Ec. 12

O, dicho de otra manera, observar la sucesion

x,, f(x,), f(£(x,)), f(E(£(x,))), FRCACECK,))))... Ec. 13

Con el objetivo de ver si surge algiin patrén interesante. Por ejemplo, si
f(x)=x° el resultado de aplicar iterativamente f(x) converge a cero o a infi-
nito, dependiendo de la semilla, pues solo hay una realimentacién positiva.
Ello no es especialmente interesante. Pero podemos hacernos ciertas pre-
guntas que si lo son:

 ;Existe una p(x) tal que p(p(x)) = -x para todo x?

« ;Existe una q(x) tal que q(q(x))=1/x para todo x?

bt

Figura 60. Curva logistica

Si existieran, ambas tendrian periodo 4. Y nos podemos preguntar en
general, ;qué tipo de funciones exhibirian comportamientos ciclicos? Desde
luego, no las que son mondtonas, como x°. Para que aparezcan comporta-
mientos ciclicos se necesita una funcion no lineal, que crezca en algun tra-
mo y que decrezca en otro. Por ejemplo, investiguemos la siguiente parabola
(Figura 60), conocida también como ecuacion logistica:

f(x)=4Ax (1-x) Ec. 14

Esta ecuacion tiene un parametro lambda (1) ajustable entre 0 y 1. El
origen de la ecuacion viene de modelar el crecimiento de una poblacion de
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animales que se reproducen a una tasa constante, pero que necesitan unos
recursos para sobrevivir, y esos recursos son limitados.

Podemos considerar que hay dos bucles de realimentacion (Figura 61)
actuando sobre la variable x (el tamafio de la poblaciéon). Por un lado, hay
una realimentacion positiva cuando la poblacion es pequeiia: el crecimien-
to es exponencial debido a la tasa constante de reproduccion. Inicialmente
habra una pareja; cuando se reproduzcan y tengan 2 crias, entonces habra
2 parejas; cuando se reproduzcan esas 2 parejas habra 4 parejas; luego 8, y
asi sucesivamente. Esto se modela con el término x. Por otro lado, hay una
realimentacion negativa cuando la poblacion es grande: el término (1-x) ex-
presa que hay limites al crecimiento, esto es, que cuanto mas se acerque la
poblacion a 1, el factor (1-x) tenderd a 0, haciendo que la poblacién dismi-
nuya por falta de recursos.

Figura 61. Bucles de realimentacion en la ecuacion logistica
(gris, positivo; negro, negativo)

La ganancia de cada bucle no es constante, pues depende del tamafio de
la poblacién. Esto significa que habra valores para los que predomine la rea-
limentacion positiva o la negativa o que ambos bucles se cancelen entre si.
Ello sugiere que el comportamiento de esta ecuacion va a ser bastante sofis-
ticado. Veamoslo. La ecuacion discretizada queda:

x = 4\x (1-x) Ec. 15

n+

Vamos a explorar esta ecuacion con valores iniciales (o sea, la semilla) de
x entre 0<x<1 y valores de lambda entre 0<A<1I. Esto es muy facil de im-
plementar usando una hoja de calculo® o también graficamente. Para cada
valor de lambda vamos a ver unos patrones distintos que pueden exhibir un
comportamiento periddico o cadtico. Hay quien suele imaginar ese lamb-
da como si fuera el dial de un sintonizador de radio con el que se captu-
ran distintas emisoras, en este caso, distintos comportamientos del sistema.
Aungque la verdad es que lambda esta relacionado con la ganancia de ambos
bucles de realimentacion.

20 Ver: https://goo.gl/4yE2TG
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b ofx)

0.5

X

0 1

Figura 62. Curva logistica con A<0.25

Para valores de lambda pequefios (Figura 62), concretamente con A<0.25,
el resultado final tiende a 0, independientemente del valor semilla inicial de
x, como se ve en la figura 63. Graficamente, lo que se hace en la figura 62 es
subir verticalmente desde x0 hasta la curva f(x), de alli se proyecta al nuevo
valor de x, horizontalmente hasta la diagonal, y desde alli verticalmente has-
ta la curva, repitiéndose todas las veces que se quiera.

0,6
0,5
0,4
0,3
0,2
0,1

o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19

Figura 63. Serie temporal de la curva logistica con x,=0.5 y A=0.2

Pero si aumentamos A un poco por encima de 0.25, el valor final (A)) es
distinto a 0 como puede verse en las figuras 64, 65y 66.

4+ (%

1

0.75
A

0.5

X
0 >
R,=0 Xo Ay 1

Figura 64. Curva logistica para 0.25<A<0.75
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0,4 Al=0.375
0,35
0,3
0,25
0,2
0,15
0,1
0,05
0
o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19

Figura 65. Serie temporal de la curva logistica con x,=0.1 y 1=0.4

0,8

0,7 Al1=0.64285714
0,6
0,5

0,4
0,3
0,2
0,1

0
o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19

Figura 66. Serie temporal de la curva logistica con x,=0.5 y 1=0.7

El valor final A se llama atractor porque es a donde se tiende para un
conjunto amplio de valores iniciales de x,. Y se llama cuenca de atraccién
de A precisamente a todos esos valores iniciales x,. Esta curva tiene otro
atractor A =0 cuya cuenca de atraccién es inicamente el punto x,=0. De
hecho, si la semilla inicial se aleja ligeramente de 0, se salta al otro atractor.
Por ello, a x,=0 no se le llama atractor sino repulsor (cualquier punto lige-
ramente alejado de €l, se ira alejando mas con cada iteraciéon). Resumiendo,
para A<0.25 hay un unico atractor A =0 cuya cuenca de atraccién son todos
los puntos 0<x,<1. Mientras que para 0.25<A<0.75 hay dos atractores, uno
A, cuyo valor exacto depende de A y estd situado en la interseccién de la
diagonal con la curva, es decir, se puede calcular resolviendo f(x)=x, y cuya
cuenca de atraccion es 0<x,<1; y otro que es repulsor R =0 cuya cuenca es
tinicamente el punto x =0.

0.8
0.6
0.4
0.2

0
4 12 20 28 36 44 52 60 68 76 84 92 100108 116124 132140 148 156 164 172180 188
0 8 16 24 32 40 48 56 64 72 80 88 96 104112120 128 136 144 152 160 168 176 184 192

Figura 67. Serie temporal de la curva logistica con x,=0.2 y 1=0.75
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Subimos lambda un poco mas hasta llegar exactamente a 0.75. En ese
momento las oscilaciones se demoran muchisimo en amortiguarse para es-
tabilizarse en un unico punto (Figura 67). De hecho, aunque disminuyen
su amplitud, lo hacen asintdticamente hacia el atractor 0.666 conforme el
tiempo tiende a infinito. Si seguimos subiendo el valor de lambda, cuando
estd un poco por encima de 0.75 el atractor A, se desdobla en dos: A, y A..
Es decir, la serie temporal oscila entre esos dos valores, como se observa en
las figuras 68 y 69. Se dice que el atractor no es ya un punto, sino una 6rbita
de dos puntos, o también, una 6rbita de periodo 2.

Si seguimos aumentando el valor de lambda, el periodo pasa a ser 4
(Figura 70), luego 8, y asi cada vez mas rapido, hasta que llega un momento
en que aparece el caos, donde ya no es posible identificar un periodo de
repeticion de la onda temporal (Figura 71). Alli se pueden observar cuatro
periodos que se parecen, aunque no son exactamente iguales. En la figura 72
se ve una secuencia mas larga de la misma onda, donde se aprecia con mas
claridad que no se repite.

A (x)

1

0.75

1/

0.25

: X
0 >

R.=0 X, A, A, 1

1

Figura 68. Curva logistica para x,=0.2 y 1=0.8

0.9
0.8
0,7
06
05
0.4 A1=0.51304451
0.3
0,2
0.1
0
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19

Figura 69. Serie temporal de la curva logistica con x,=0.2 y A=0.8, de periodo 2

A2=0.79945549
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1
0,9
0,8
0,7
0,6
0,5
0,4
0,3 A1=0.3730
0,2
0,1

0

170 171 172 173 174 175 176 177 178 179 180 181 182 183 184 185 186 187 188 189

A4=0.8794
A3=0.8233

A2=0.5120

Figura 70. Serie temporal de la curva logistica con x,=0.2 y A=0.88, de periodo 4

1
0,8
0,6
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0,2

0
170 171 172 173 174 175 176 177 178 179 180 181 182 183 184 185 186 187 188 189

Figura 71. Curva logistica en zona caética para A=0.95

0,9
0,8
0,7
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4 12 20 28 36 44 52 60 68 76 84 92 100108116124 132140148156164172180188
0 8 16 24 32 40 48 56 64 72 80 88 96 104112120128136144152160168176184192

Figura 72. Una serie mds larga de la misma ecuacion anterior

Esta es una de las caracteristicas de los fendmenos cadticos: parece que
hay una estructura periddica, pero cuando te fijas bien, te das cuenta que
no es asi. La onda es aperiddica o, si se quiere, de periodo infinito. Este es
un primer obstaculo que impide predecir futuros valores de la secuencia a
partir de los valores pasados.

Una segunda caracteristica de los fenomenos cadticos es su alta sensibi-
lidad a los valores iniciales, lo que no ocurre con los fendémenos periddicos,
como por ejemplo, un reloj. Si mi reloj lo pongo en hora hoy con un segundo
de retraso, cuando mire la hora dentro de un afio seguiré teniendo mas o
menos un segundo de retraso. Por el contrario, en los fendmenos caéticos
una pequena desviacion en el valor inicial se traduce en un error que se am-
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plifica exponencialmente conforme pasa el tiempo. En la figura 73 podemos
ver la ecuacion logistica de nuevo con A=0.95 pero para dos valores iniciales
casi idénticos: en azul con una semilla inicial de x=0.2; y en rojo observa-
mos la misma ecuacion, pero ahora la semilla es x,=0.2001, es decir, un error

i A

4 12 20 28 36 44 52 60 68 76 84 92 100108 116 124 132 140 148 156 164 172 180 188
0 8 16 24 32 40 48 56 64 72 80 88 96 104 112120 128 136 144 152 160 168 176 184 192

Figura 73. Curva logistica en caos, con A=0.95 para x0=0.2 (en negro) y
x0=0.2001 (en gris)
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0,4
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Y en la figura 74 vemos un detalle ampliado de la misma onda. Como
vemos, son bastante distintas. El error inicial se amplificé apreciablemente a
partir de la muestra 11 (ver el inicio de la onda en la figura 75). Esto es lo que
se llama el “horizonte de prediccion”: hasta la muestra 11 es facil predecir lo
que va a pasar, pero a partir de ahi no, porque cualquier pequefio error en
la medida del punto inicial se amplifica exponencialmente. En este ejemplo,
el horizonte de prediccién estd en la muestra 11, pero con otras ecuaciones,
otras semillas u otros valores de lambda, puede ser mayor o menor. Cuando
hay caos, se puede predecir el resultado del sistema a corto plazo, pero no a
largo plazo.

1
0,9

NIV

0,2
0,1
0
42 43 44 45 46 47 48 49 50 51 52 53 54 55 56 57 58 59 60 61
Figura 74. Detalle ampliado de la onda anterior
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El concepto importante a recordar aqui es que el caos es un fenémeno
determinista, o sea, la ecuacidon no incluye ningtin pardmetro desconocido
o estocastico. A pesar de ello, la salida del sistema a largo plazo no se puede
predecir, salvo que se tenga un sistema aislado, sin ruidos ni errores en las
medidas, lo cual es imposible en la practica.

1

E:i w YAY / \J V\’W M

0,2

(o]

0
o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19

Figura 75. Inicio de la onda de la figura anterior, donde se aprecia el momento en que se
produce la divergencia

Volviendo al parametro lambda, la primera duplicacidon de periodo ocu-
rre cuando A=0.75 y la segunda para A=0.86237. Podemos hacer graficos
con los valores de los atractores en funciéon de lambda y obtendremos algo
similar a la figura 76.

A Periodo Atractor

0 0.25 0.5 0.75 1

07 1 | | | ‘ | |
[ ] ] I ] 1

0 0.25 0.5 0.75 1

0.8 2 | | [ | | |
[ I I I I I |

0 0.25 0.5 0.75 1

088 4 | | ‘ \‘ | ‘ ‘ |
[ I | I I | | |

0 0.25 0.5 0.75 1

0.9 8 | | [ P I I |
f - T L 1

0 0.25 0.5 0.75 1

16 | 17 L L |

f T T [TTTI T 1T |

0 0.25 0.5 0.75 1

32 | Al I Al |

I 1L LRI 1 A 1

Figura 76. Duplicacion de periodo en la curva logistica

Observemos que hay una cierta autosemejanza al pasar, por ejemplo, de
periodo 16 a 32, si comparamos los atractores encerrados en los rectangu-
los verdes. De hecho, el conjunto de todos los atractores cuando variamos
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A de manera continua es un fractal, como se ve en la figura 77, donde es
posible averiguar para cada valor de X cual es el periodo de la érbita que se
genera. Por ejemplo, para A=0.4 solo hay un punto de la curva, por lo que
el periodo es 1.

segunda

bifurcacion

[

primera
bifurcacion

tercera
bifurcacién

cuarta
bifurcacion

zona de
orden dentro
de caos

SL'0

oo
o
@O
[

62980

A A AR,
Figura 77. Diagrama de bifurcacion de la curva logistica

Fuente: original por Rios (2013), modificada por el autor

Y vemos como ocurre la primera duplicacion de periodo (la primera
bifurcaciéon) en 1=0.75. Un poco después aparece la segunda duplicacion
de periodo, y asi cada vez mas rapidamente, produciéndose una cascada
de duplicaciones que termina en la zona de caos, donde se confunden unas
bifurcaciones con otras. A ello se le llama “crisis”, segtin las definiciones
presentadas mas adelante. También puede observarse cdmo, dentro de las
zonas de confusion (donde hay caos), hay estrechas franjas verticales donde
el sistema vuelve a ser periodico (es decir, ordenado). Y si aumentasemos
mas esas franjas veriamos que hay subfranjas mucho mas estrechas donde
vuelve a aparecer el caos. Es decir, hay zonas ordenadas dentro de las caoti-
casy zonas caoticas dentro de las ordenadas. Y la mas minima perturbacion
puede llevar el sistema de una a otra. El sistema es autosimilar cuando se
hace zoom sobre él.

Ademais, la cascada de bifurcaciones ocurre cada vez mas rapido y si mi-
ramos cOmo se acelera obtenemos lo siguiente:

4, _ (0.75-0)

0, = 4, (0.8625)—(0.75)

= 6.666 Ec. 16
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s _ 4. _ 08625-075 _ -
' T2, T 0886 -08625) «

, _4._ (088608625 -
: =, T (08911 —0886) «

Y en el limite:

A
lim 8,=lim-L = 4.6692016... Ec. 19

n—-oo n—oo z]n

Que es irracional y se le llama numero de Feingenbaum, en honor a su
descubridor. Es interesante hacer notar que estas ecuaciones se aplican a
muchas funciones f(x) no necesariamente parabolas, pues basta con que
tengan un unico valor maximo en el intervalo [0,1]. A esto se le denomina
universalidad.

1,2

1
0,8
0,6
0,4
0,2

0
170 171 172 173 174 175 176 177 178 179 180 181 182 183 184 185 186 187 188 189

Figura 78. Curva logistica con periodo 3 para 1=0.96

También es interesante ver que en las zonas donde hay mezcla de érbitas
(en la figura 77) pueden aparecer periodos que no son multiplos de 2. Por
ejemplo, para A=0,96 el periodo es 3 (ver la correspondiente secuencia en el
tiempo en la figura 78). Y a ello le siguen sucesivas duplicaciones de periodo
(6,12..).

En 1975, Li y Yorke ya habian demostrado que una funcion iterativa de
periodo 3 implicaba caos. Efectivamente, asi vemos que ocurre con la fun-
cion logistica.

Si realizamos un histograma de los valores temporales que va tomando la
curva logistica, vemos que no son equiprobables. Eso significa que aunque
no podemos predecir el futuro puntualmente, silo podemos hacer estadisti-
camente. En la figura 79 vemos un histograma para A=1, donde la ecuacién
logistica también es cadtica: los valores extremos (muy alto y muy bajo) son
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muy probables, mientras que los valores medios no lo son. Es por eso que
el clima se puede predecir en detalle (cuantos litros llovera, la nubosidad, la
fuerza del viento) hasta solo unos pocos dias por adelantado, pero nada im-
pide hacer predicciones estadisticas generales de mas largo plazo (por ejem-
plo, si la proxima primavera va a ser muy lluviosa o no).

0,05 0,1 0,15 0,2 0,25 0,3 0,35 0,4 0,45 0,5 0,55 0,6 0,65 0,7 0,75 0,8 0,85 0,9 0,95 1
Figura 79. Histograma de valores temporales de la curva logistica, de 0 a 1
con anchura 0.05

OTROS SISTEMAS QUE EXHIBEN CAOS

Se pueden proponer mas ejemplos de ecuaciones deterministas que lle-
van al caos al dar ciertos valores a sus parametros:

Sistema de Lorenz
Son ecuaciones diferenciales que modelan el clima:

dx_ _
Ti=60-%
d—y—ax— -xz Ec.2
dt_ y C. 0

Son tres variables de estado {x, y, z} y tres parametros de control {3, «, 3}.
En la figura 81 puede verse el diagrama de bifurcaciones y en la figura 80
uno de los atractores (para 6=10, a=28, f=8/3), muy conocido por su pa-
recido con las alas de una mariposa. Es importante hacer notar que en este
atractor no se cruzan las orbitas (tal y como se comenta mads adelante, en la
figura 92), como podria aparentar, pues la figura tiene tres dimensiones.
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Figura 80. Atractor de Lorenz (ocupa 3 dimensiones) para =10, a=28, 3=8/3

Fuente: Rios, 2013

y

\

Figura 81. Diagrama de bifurcaciones de Lorenz (en abscisas, el pardmetro a; en orde-
nadas, la variable de estado x)

Fuente: Rios, 2013

Personaje 2

Edward Lorenz (1917-2008)
Fuente: EFE

Edward Norton Lorenz fue un meteorélogo y matematico estadounidense que descubrié por ca-
sualidad el fenomeno de la alta sensibilidad a las condiciones iniciales presente en los procesos
cadticos. La historia es mas 0 menos asi: estaba haciendo una simulacién con su modelo de tres
ecuaciones para el clima. Los computadores de aquella época eran lentos por lo que iba impri-
miendo resultados parciales conforme avanzaba la simulacién. En un momento dado, Lorenz detu-
vo la simulacion. Cuando la reanudé lo hizo introduciendo como datos de entrada unos resultados
parciales que obtuvo, pero no se molestd en teclear todas las cifras decimales. Y lo que obtuvo le
asombro: los calculos divergian rapidamente de los valores que estaba obteniendo antes.
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Mapa de Hénon

Es una seccion de Poincaré de las ecuaciones de Lorenz, que disefié Michael
Hénon con el objetivo de obtener caos en un sistema mds sencillo (Figura
82). El sistema de ecuaciones es:

Ec. 21

Figura 82. Diagrama de bifurcaciones de Hénon (en abscisas, el pardmetro a;
en ordenadas, la variable de estado x)

Fuente: Rios, 2013

Obsérvese que solo tiene dos variables de estado {x,y} y dos parametros
{a,b}. Para algunos valores de {a,b} se obtiene caos y para otros drbitas pe-
riddicas. Por ejemplo, se obtiene caos para a=1.4 y b=0.3 (Figura 83), que
se llama el sistema clasico de Hénon. Es complicado dibujar un gréafico con
tantas variables y parametros, por lo que se opta por mantener un parame-
tro constante y variar el otro, dibujando solo una de las variables de estado
(Figura 82).

Figura 83. Uno de los atractores de Hénon para a=1.4, b=0.3

Fuente: Rios, 2013
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Sistema de Ikeda
Procede de un modelo de fisica de resonadores 6pticos y consiste en las
ecuaciones:

x, .= a+b(cos(u) x —sen(u) y )

y .= b(sen(u) x +cos(u) y ) Ec. 22
. d
siendo u=¢c - ————
1+ x2 + y2

Aqui hay dos variables de estado {x, y} y cuatro parametros que contro-
lan el comportamiento del sistema {a, b, ¢, d}. En la figura 84 puede verse el
diagrama de bifurcaciones y en la figura 85 un atractor.

Figura 84. Diagrama de bifurcaciones de Ikeda (en abscisas el pardmetro a;
en ordenadas la variable de estado x)

Fuente: Rios, 2013

Figura 85. Un atractor de Ikeda para a=1, b=0.9, c=0.4, d=6

Fuente: Rios, 2013
Se puede observar claramente la transicion abrupta del caos al orden y

luego del orden al caos, asi como la mezcla de varios atractores en las zonas
caoticas, que es un concepto llamado “crisis” (ver definiciones mas adelante).
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Sistema de Tinkerbell
Sus ecuaciones tienen dos variables de estado {x, y} y cuatro parametros

{a, b, c, d}:
X, = xzn - yzn +ax, + byn

V. =2xy +cx + dyn Ec.23

En la figura 86 vemos su diagrama de bifurcaciones y en la figura 87, un
atractor.

Figura 86. Diagrama de bifurcaciones de Tinkerbell

Fuente: Rios, 2013

Figura 87. Atractor de Tinkerbell para a=0.5, b=-0.6, c=2.2, d=0.5

Fuente: Rios, 2013

Los ejemplos anteriores son modelos matematicos, pero también puede
verse el caos en fendmenos fisicos, como los siguientes.

Llave de agua goteando

Cuando se abre o se cierra muy despacio una llave de agua, hay un momento
en que se pasa de un goteo periddico a uno cadtico. La figura 88 muestra
fotogratias del lavaplatos de mi casa en las que las lineas de color verde in-
dican dénde estan las gotas de agua. En la foto (a) se observa el fenémeno
de duplicacion de periodo, mientras que en la foto (b) puede verse el caos:
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se intuye que las gotas no son perioddicas, y si el experimento se prolonga
durante bastante tiempo y se toman datos precisos se confirma que, efecti-
vamente, no lo son.

Unos afios mas tarde cambié de casa y repeti el experimento, pero no lo-
gré obtener el régimen caético. Para tratar de entender el asunto, hice prue-
bas con una manguera en el jardin, y alli si se obtenia caos con facilidad. La
razon de ello era que la nueva casa tenia mejores materiales y la tuberia de la
cocina que termina en la llave no vibra cuando pasa el agua por ella. Asi lo-
gré confirmar un concepto importante sobre el caos: no se trata de un feno-
meno magico, ni de la “nueva era”. Tampoco ocurre obligatoriamente. Para
que ocurra debe haber algun bucle de realimentacion. En el caso de la casa
vieja, cuando salia una gota, la tuberia se desplazaba levemente hacia arriba,
por la segunda ley de Newton, de accion y reaccion. La tuberia era flexible
y podia hacerlo. Y esa vibracion de la tuberia era lo que volvia impredecible
cuando iba a desprenderse la siguiente gota (Figura 89).

Figura 88. Caos en la cocina

21 Hay que tener en cuenta que no caen a velocidad constante sino a aceleracion constante, por lo que
es mas preciso registrar el sonido que hacen al golpear el fondo del lavaplatos, y obtener asi una
secuencia temporal de eventos donde analizar la periodicidad. Pero, incluso asi, las fotos dan una
idea de lo que esta ocurriendo.
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T,

Caida de Vibracién de
la gota la tuberia

Figura 89. Bucle en llave de agua

Seguramente hay muchas otras formas de obtener caos en una llave que
gotea agua, pero en todas debe existir algun tipo de bucle de realimentacion.
De hecho, se requieren al menos dos bucles: uno de realimentacion positiva
y otro de realimentacion negativa.

Péndulo doble

Si a la masa oscilante de un péndulo se le sujeta otro péndulo, tenemos un
péndulo doble (Figura 90). Jugando con las longitudes y las masas de cada
péndulo obtenemos una variedad de fendmenos, incluyendo el caos.

LLLLS

)
Figura 90. Péndulo doble

Péndulo con imanes

Hay varias formas de hacerlo, pero la idea es que en la masa de un péndulo
se coloque un imadn, y justo debajo en su vertical se coloque otro u otros
(repeliendo o atrayendo al primero). De este modo, no hay una tnica fuerza
actuando sobre el péndulo sino varias. De nuevo, jugando con los parame-
tros (nimero, situacion y fuerza de los imanes), se puede obtener caos con
facilidad. Se puede simular el fenémeno en el computador, introduciendo
las ecuaciones de gravitacion del péndulo y las de los imanes. Después de
oscilar de forma erratica, el péndulo terminara fijo, atraido hacia un uni-
co iman. Partiendo de posiciones iniciales ligeramente distintas, el péndulo
termina en sitios muy distintos. Por ejemplo, en el video de Peitgen (2016)
se ha realizado el experimento con tres imanes, marcados con colores rojo
amarillo y azul, y se exploran muchos puntos donde se suelta el péndulo,
marcandolos luego con el color del iman donde aterriza. Conforme se va
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haciendo mas fina la ubicaciéon del punto inicial, la figura dibujada se va
haciendo mas enrevesada.

Sistemas fisioldgicos

Muchos sistemas fisiologicos exhiben caos. Por ejemplo, el electrocardiogra-
ma de una persona sana puede parecer periodico, pero no lo es. Es caotico.
Curiosamente, si exhibe una periodicidad exacta, entonces denota alguna
enfermedad. Lo mismo ocurre con el electroencefalograma, que se vuelve
periddico cuando el sujeto experimenta un ataque de epilepsia, cuando tie-
ne Parkinson u sufre otras afecciones.

Esto debe ser motivo de reflexion: un sistema periddico y predecible no
puede reaccionar rapidamente a alteraciones de su entorno. No se puede
adaptar. Un sistema completamente aleatorio no puede tampoco reaccionar
adecuadamente. Esta continuamente reaccionando de forma desadaptativa
ante cosas que no han ocurrido. Mientras que un sistema cadtico conserva
una libertad de eleccién que le permite reaccionar ante cambios repenti-
nos, tomar decisiones y adaptarse a problemas que se le presenten. Rodolfo
Llinas decia que el pequefio temblor que vemos en la punta de los dedos
cuando extendemos la mano es el efecto residual del caos que reina en el
cerebro y se transmite por los nervios a los musculos. Y también decia que
ese es el movimiento mas rapido que el cuerpo puede realizar. El caos nos da
libertad, como argumentdbamos al analizar los sistemas complejos. Por ello,
es muy frecuente encontrar que los sistemas vivos se encuentren en caos, al
borde entre el orden y el desorden®.

DEFINICIONES

A continuacién vamos a dar unas cuantas definiciones que, aunque su ori-
gen es la teoria de control, a nosotros nos van a servir para entender mejor
el caos.

Sistema dinamico: que cambia en el tiempo.

Estado: minimo conjunto de variables que determinan el presente de un
sistema. Si el sistema es determinista, en teoria también quedan determinados
el pasado y el futuro. Por ejemplo, en un péndulo simple lo habitual es tomar
como variables de estados su posicion y su velocidad vectorial. En la practica,
dado que el péndulo es rigido, basta con la coordenada respecto al eje x (que

22 En muchos libros se dice “at the edge of chaos” y se traduce por “estar al borde del caos”, o sea casi
en caos. Pero eso no es correcto. La traduccion correcta seria “estar dentro del caos, que es una
zona muy angosta, afilada, al borde entre el orden y el desorden’.
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lo definimos como paralelo al movimiento) y la componente de la velocidad
en ese eje X (con signo).
Dimension: nimero de estas variables.

v

Vx

>
Xp (a) W \Ee)/'/

Figura 91. a) Péndulo con dos variables de estado; b) serie temporal de las dos variables;
¢) una 6rbita sin rozamiento; d) diagrama de estados, sin rozamiento;
e) una 6rbita, con rozamiento

Diagrama de estados o espacio de fases: conjunto de o6rbitas de un
sistema, para diversas condiciones iniciales. El diagrama de estados tiene
un eje para cada variable de estado. Y el tiempo no figura explicitamente
(Figura 91-d).

Orbita: trayectoria de estados por los que pasa un sistema conforme
transcurre el tiempo (Figura 91-c y d). Si el volumen donde transcurren
las orbitas se conserva (aunque cambie de forma), se trata de un sistema
hamiltoniano (no-disipativo) como el de la figura 91-c. Si se contrae, se trata
de un sistema disipativo, es decir, con rozamiento u otro tipo de pérdida de
energia (Figura 91-e).

Futuro
?
\ A ’ / ‘\\ —
A
X ¥
Estado actual s
Orbita 1 / - Orbita 2

Figura 92. Explicacion de por qué dos 6rbitas no pueden intersecarse
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En un sistema determinista las orbitas no se pueden intersecar debido
a la definiciéon de estado. Entendamos bien la razon: si dos orbitas se inter-
secasen, a partir de ese punto tendrian dos futuros (Figura 92), lo cual es
légicamente imposible.
En sistemas continuos se requieren al menos 3 dimensiones para que pue-
da darse el caos (en 2 dimensiones las 6rbitas no pueden ser lo suficientemen-
te complejas ya que, por definicién, no pueden intersecarse con ellas mismas).
Un ejemplo de ello es el atractor de Lorenz, que tiene 3 dimensiones.
En sistemas discretos puede darse el caos desde la primera dimension,
como hemos visto en la ecuacion logistica.
Atractores: orbitas limite a donde tienden todas las demas 6rbitas, con-
forme pasa el tiempo. En sistemas continuos de dimension igual a dos, los
atractores pueden ser:
« Punto fijo como, por ejemplo, un péndulo con rozamiento, que acaba-
mos de ver en la figura 91-e.

 Periddico, como el péndulo sin rozamiento de la figura 91-c.

+ Ciclo limite, al que las drbitas se van acercando mas a medida que pasa
el tiempo como, por ejemplo, para ciertos parametros de las ecuacio-
nes de Lotka-Volterra en modelos de predador-presa (Figura 93-a).

no coinciden

(a) (b)

Figura 93. a) Ciclo limite; b) casi-periodico

« En sistemas continuos de dimensiéon mayor que dos también pueden
darse “ciclos limite casi-periddicos”, donde cada variable de estado
evoluciona de forma periddica, pero donde las relaciones entre los pe-
riodos son un nimero irracional, por lo que la 6rbita nunca se repite
(Figura 93-b). Aun asi, las trayectorias que parten de puntos cercanos
no divergen, y ello indica que no se trata de caos. Por ejemplo, pode-
mos pensar en una Orbita que vaya enrollada sobre un toro: si la rela-
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cién entre periodos es o cualquier otro numero irracional, el estado
jamas volvera a pasar por el mismo punto, aunque se aproximara tanto
como se desee en las sucesivas vueltas.

o Y también pueden aparecer los “atractores cadticos” que son no-pe-
riédicos y que muestran sensibilidad exponencial a las condiciones
iniciales. Estos atractores fueron llamados historicamente “atractores
extrafios’. Pero para nosotros ya no son tan extrafos: son fractales®,
como los vistos en el capitulo anterior. Y es condicidon necesaria* para
que haya caos, que su atractor sea un fractal.

Cuencas de atraccion: es la misma idea que los atractores, pero se hace
énfasis en que hay unas condiciones iniciales que llevan hacia un atractor.
A ese conjunto de condiciones iniciales se les llama cuenca de tal atractor.
Cada atractor tiene su cuenca de atraccion. Los repulsores, por el contrario,
no la tienen. Si imaginamos que el estado es como una bolita que puede ro-
dar por la montaia, las cuencas de atraccion son los valles, y el atractor es el
punto final de reposo (Figura 94).

estados iniciales ..o

repulsor atractor 2

"-. atractor 1

Figura 94. Atractor 1 y su cuenca de atraccion en color azul; atractor 2 y su
cuenca de atraccion en color verde

Por ultimo, la definicién principal que nos ocupa:
Caos: para que un sistema esté en régimen cadtico debe cumplir las tres
condiciones siguientes (Martin, Moran y Reyes, 1998):

23 Aunque conviene advertir que hay otros investigadores que definen los atractores extrafios como
curvas no diferenciables.

24 No es una condicion suficiente porque se han descubierto algunos casos de atractores fractales en
sistemas dindmicos con coeficiente de Lyapunov negativo o cero, es decir, que no son exponencial-
mente sensibles a las condiciones iniciales (Grebogi 1984).
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Figura 95. El valor absoluto del error crece exponencialmente

Debe ser exponencialmente sensible a las condiciones iniciales. Esto es,
si tenemos dos orbitas con condiciones iniciales casi idénticas, esa pequena
diferencia debe amplificarse proporcionalmente a e**, donde At es un pe-
queio incremento de tiempo y A es el llamado coeficiente de Lyapunov, que
debe ser positivo para que haya caos. Esto solo interesa para At pequefios, ya
que la variable de salida esta acotada y no va a crecer exponencialmente. En
la figura 95 podemos ver la diferencia en valor absoluto de las dos curvas de
la figura 75: inicialmente el crecimiento de la diferencia entre dos 6rbitas es
exponencial, hasta que se satura al valor maximo o minimo posible que, en
este caso, ocurre para t=15.

o Debe haber mezcla topoldgica de las drbitas, es decir, cualquier sub-
conjunto de su 6rbita se puede transformar en cualquier otro subcon-
junto, si transcurre suficiente tiempo.

o Sus orbitas periddicas deben ser densas. También se formula como
que su espacio de fases debe ser compacto. Y ello significa que cada
punto del atractor caético estd infinitamente préximo a algin punto
de una orbita periédica, de modo que la mas minima perturbacion
cambia el sistema de periddico a cadtico y viceversa.

En muchos libros antiguos solo se menciona la primera de ellas, que es
ademas la mds popular gracias a un comentario de Lorenz en un congreso.
Algo asi como: “el batir de alas de una mariposa en Cali puede desencadenar
un tornado en Malpelo” Esta frase, que es muy evocativa y que ha servido
hasta para dar titulo a peliculas de cine, hoy se usa exactamente al revés.
Dado que cualquier fendmeno que estudiemos puede ser cadtico (como el
clima), para lograr predicciones mas robustas se usan varios modelos y con
condiciones iniciales ligeramente distintas a las medidas. Si todos los mo-
delos predicen mas o menos lo mismo, tenemos una buena probabilidad de
acertar, mientras que si divergen fuertemente quiere decir que hemos entra-
do en zona cadtica y es mejor no arriesgarse en apuestas. Por ejemplo, para
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predecir si un asteroide impactara sobre la Tierra, se usa el modelo estandar
de gravedad newtoniana con las coordenadas iniciales y velocidades medi-
das de todos los cuerpos involucrados. Pero se corre el modelo muchisimas
veces, y cada vez se le suma ruido a esas coordenadas y velocidades, tratando
de modelar la imprecisiéon de las medidas. El conteo de las ejecuciones en las
cuales el asteroide impacta frente al nimero total de ejecuciones nos da la
probabilidad de que ese evento realmente ocurra.

O si se va a realizar una inversion de dinero en la bolsa (que ya se sabe
que su comportamiento es cadtico), primero se analizan varios modelos con
ruido en las condiciones iniciales, y se espera el momento propicio para ha-
cerla cuando la sensibilidad al ruido sea minima.

Por supuesto, también se puede hacer al revés: si uno desea incertidum-
bre, creatividad y sorpresa, debe realizar cambios en su sistema caético
cuando la sensibilidad al ruido sea maxima.

Otras definiciones interesantes:

Crisis: cuando un atractor fractal aparece o desaparece bruscamente (y
se convierte a un atractor no fractal), o cuando se mezcla bruscamente con
otro atractor fractal.

Intermitencia: episodios de crisis continua, es decir, alternancia brusca
entre dos atractores, al menos uno de ellos fractal, donde la conmutacién
entre un atractor y el otro ocurre muchas veces y de manera impredecible.

Mapa de Poincaré: interseccion de una orbita con un subespacio trans-
versal a esa orbita. El subespacio debe tener una dimensiéon menos que el
espacio de fases de la orbita. El resultado es una drbita discreta mas sencilla
que la original pero que conserva aproximadamente las mismas propiedades
(Figura 96).

Figura 96. Mapa de Poincaré: {x0, x1, x2...} de una orbita atravesando
una seccion
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Teorema de Whitney y Takens: permite reconstruir un atractor usan-
do una secuencia temporal discreta de los estados por los que pasa. Para
ello se usan varias series temporales construidas con la secuencia temporal
de estados retrasada sucesivamente en el tiempo. El nimero de secuencias
retrasadas que se requieren depende de la dimensién del atractor y, como
tampoco suele conocerse previamente, se obtiene por prueba y error. Este
teorema es muy util porque en sistemas reales solo se dispone de secuencias
temporales de sus salidas.

RESUMEN

Caos y fractales son dos aspectos del mismo objeto complejo. En la serie
temporal vemos caos, y en su atractor vemos un fractal.

Volviendo a la argumentacién principal del libro, el nivel de complejidad
que se requiere para lograr caos es muy bajo, dado que se logra con una
féormula como la ecuacion 15 (donde apenas aparecen sumas y multiplica-
ciones). Es decir, ni siquiera hace falta computacion completa. Y para que
aparezca solo se requiere una realimentacion positiva y una negativa. El caos
es creativo, pues permite generar complejidad donde antes no la habia.

Pero, por otro lado, es dificil distinguir el caos de lo meramente estocas-
tico. Como indicdbamos en el capitulo dedicado a la complejidad, no hay
un algoritmo que garantice realizar esta separacion, pues para lograrlo se
requiere inteligencia.

Si pensamos que un fenémeno es estocastico entonces no tiene ningun
sentido tratar de controlarlo para sacarle provecho y mejorar nuestra su-
pervivencia, dicho en términos evolutivos. Lo mas que podemos hacer es
obtener experimentalmente las distribuciones de probabilidad y apostar por
la opcién que tenga mejor esperanza matematica. Pero si nos damos cuenta
de que el fendmeno realmente es cadtico las cosas mejoran sustancialmente,
pues eso significa que existe un modelo simple que puede ayudarnos a pre-
decir el futuro, aunque permanezcamos limitados por un horizonte de pre-
diccién. Y podemos calcular los momentos donde el modelo es mas o me-
nos sensible al ruido. E incluso podemos controlarlo de forma muy efectiva.
En EVALAB hemos hecho aportes en este sentido, controlando facilmente
sistemas cadticos usando algoritmos evolutivos (ver el trabajo de grado de
Cristian Rios, 2013). Los algoritmos evolutivos son especialmente indicados
para estos casos donde se sabe que hay un orden estructural pero se desco-
nocen los detalles, y dejamos a la evolucion que se encargue de encontrarlos.

El caos tiene problemas muy serios desde el punto de vista ontoldgico.
Decimos que hay caos en las ecuaciones de Lorenz que modelan el clima,
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pero sabemos que cualquier modelo es solo una aproximacion a la realidad.
Entonces, ;también habra caos en el clima? Generalizando, si tenemos una
serie de datos registrados conforme transcurre el tiempo, de algtin fenéme-
no fisico, bioldgico, econdémico o cualquier otro, no se puede saber si la serie
es cadtica, porque para lograrlo tenemos que probar tres cosas: sensibilidad
a condiciones iniciales, mezcla de drbitas y érbitas periddicas densas. Solo
la primera condicion se puede analizar en un fenomeno real. Las otras dos
se pueden analizar en modelos. Lo malo de los modelos es que suelen ser
programas que corren en computadores digitales, por lo que nunca se llegan
a manejar infinitas cifras decimales en los numeros. A consecuencia de ello,
toda drbita termina por repetirse. Toda drbita es periddica. Es imposible
tener caos en un sistema digital. En estos casos se habla de seudocaos. Es
similar a lo que ocurre con los fractales, que es imposible que sean autosimi-
lares en infinitas escalas, y nos conformamos con un margen y a los objetos
resultantes los llamamos seudofractales. Y es lo mismo que ocurre con las
variables aleatorias dentro de un computador, que resulta también que son
periddicas —aunque con un periodo muy largo— y las llamamos entonces
seudoaleatorias. Aunque no sepamos si realmente existe el caos, la metafora
que conlleva es muy util y nos sirve para realizar predicciones mas precisas
que si no la usasemos.

PARA SABER MAS

o Brian Goodwin (1998). Las manchas del leopardo. Barcelona: Tus-

quets Editores.

Es un libro muy bueno y entretenido. Brinda un fundamento compu-
tacional a las coloraciones de la piel de los animales. Explica que no solo
es la evolucion la que guia el desarrollo de los seres vivos (criticando asi a
Dawkins), sino también las matematicas, concretamente la teoria del caos.
Muestra ejemplos de caos especialmente en reacciones quimicas (Belou-
sov-Zhabotinsky) y las compara con las ondas producidas por ciertos tipos
de amebas para agregarse en un cuerpo multicelular. Habla, ademas, sobre
hormigas naturales y artificiales, y tamafos criticos de hormigueros.

 John Gribbin (2006). Asi de simple. Barcelona: Critica.

Es un libro sencillo y tiene un prefacio algo pretencioso, al contrario de
otros textos escritos por el mismo autor. Sin embargo, sirve de introduccién
a casi todos los temas de vida artificial (fractales, caos, teoria de juegos, auto-
duplicacion, computabilidad, etc.). Explica varios sistemas cadticos como los
asteroides, la herradura de Smale, la ecuaciéon de Lorenz, la curva logistica
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y el nimero de Feigenbaum. Muestra los fractales mas conocidos. Da una
buena introduccion al caos y pone como ejemplos las reacciones quimicas de
Belousov-Zhabotinsky y las ecuaciones de Lotka-Volterra de predador-presa.
Detalla como se produce la coloracion de la piel de los animales, con algunas
conclusiones curiosas: la teoria predice que en los animales muy pequefios
(ratén) y muy grandes (elefante), la piel debe ser de color uniforme, mientras
que los de tamafo intermedio pueden tener franjas, rayas, pequefias man-
chas, grandes manchas, conforme aumenta el tamano (pero no del animal
sino del embrién). Es imposible que las colas de esos animales terminen en
manchas, sino que deben de ser a rayas. Muestra ejemplos de leyes de poten-
cias en terremotos, tamafio de los meteoritos, rafagas de luz de los quasares,
temperatura de la Tierra, musica, distribucion de ciudades por cantidad de
habitantes, atascos en autopistas, evolucion de la bolsa, extinciones masivas,
derrumbes en pilas de arena, entre otros. Habla también de los trabajos de
Stuart Kauffman y John Maynard Smith. La competencia evolutiva es contra
miembros de la misma especie: cuando un conejo brinca de una manera erra-
tica huyendo de un zorro, no estd compitiendo evolutivamente contra el zorro
sino contra los otros conejos. Ilustra ademas muchos sistemas de vida artifi-
cial, en especial DaisyWorld, que apoya la teoria GAIA de James Lovelock.

« Nassim Nicholas Taleb (2008). El cisne negro. Barcelona: Paidos.

Escrito por un corredor de bolsa que ha sufrido varios cracks y que de-
muestra lo falsas que son las asunciones estadisticas habituales (especial-
mente la campana de Gauss), este texto muestra que hay dos tipos de feno-
menos aleatorios: “domesticados” (los juegos de casino, por ejemplo) que si
siguen distribuciones gaussianas de probabilidad; y los “salvajes” (casi todos
los del mundo real), que siguen leyes potenciales, escalables, no integrables.
Es decir, fendmenos caéticos. Los cracks de la bolsa, los terremotos, las gue-
rras, la subida espectacular de las acciones de empresas tecnoldgicas y mu-
chos otros fendomenos (adversos y también beneficiosos) siguen leyes poten-
ciales. Analizarlos usando las campanas de Gauss es una equivocacion y si
lo hacemos suele acrecentar las pérdidas en el caso de los adversos, o impide
que aprovechemos oportunidades en el caso de los benéficos.

o lan Stewart (1997). El laberinto madgico. Barcelona: Critica.

Libro sencillo sobre caos, con algunas cosas interesantes, aunque le falta
profundidad. Explica la relacion del juego “Torres de Hanoi” con el fractal
de Sierpinski, el problema de Monthy Hall, la inestabilidad del sistema solar
y apenas menciona de pasada el control de caos para generar 6rbitas distin-
tas a las tradicionales.
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o lan Stewart (1991). ;Juega Dios a los dados? La nueva matemadtica del
caos. Barcelona: Editorial Grijalbo-Mondadori.
Habla de cémo diferenciar lo aleatorio de lo cadtico, y de la complejidad.
Cita los trabajos de Chaitin.

« Miroslav M. Novak (ed.) (2006). Complexus mundi: emergent patterns

in nature. New Jersey: World Scientific.

Es una recopilacion de articulos, usualmente bastante tedricos y de cierta
dificultad. Recomiendo los siguientes:

Paginas 1-8: L. S. Liebovitch, V. K. Jirsa, L. A. Shehadeh, “Structure of
genetic regulatory networks: evidence for scale free networks”

Paginas 9-31: Bruce J. West, “Modeling fractal dynamics”. Plantea que las
mediciones fisiologicas en humanos (flujo de velocidad arterial) son frac-
tales. Y que cuando comienza una enfermedad su espectro multifractal se
vuelve menos rico.

Paginas 113-133: Klaus Mainzer, “Complexity in nature and society”. Ex-
celente presentacion de las ciencias de la complejidad y sus aplicaciones en
economia. Después de dar definiciones (espacio de estados, dimensiona-
lidad, atractores), cuenta que el sistema solar es no-computable (caético).
Muestra como reconstruir el espacio de estados de un sistema dinamico por
medio de medidas de series temporales, retrasandolas en el tiempo varias
veces. Describe ademas varios sistemas complejos fisicos, quimicos, ecold-
gicos, las neuronas en el cerebro, asi como fenémenos de autoorganizacion
colectiva (trafico de automoviles).

Paginas 155-170: Hermann Haken, “Synergetics on its way to life sciences”.

Paginas 171-180: Nicoletta Sala, “Complexity, fractals, nature and indus-
trial design: some connections”.

Paginas 287-296: A. Nari, G. Ayad, S. Padulosi, et dl. “Analysis of geo-
graphical distribution patterns in plants using fractals”

Paginas 297-304: Mario Markus, Malte Schmick, Eric Goles, “Hierarchy
of cellular automata in relation to control of chaos or anticontrol”.

Paginas 323-332: Dane R. Camp, “A cornucopia of connections: finding
four familiar fractals in the Tower of Hanoi”.

Paginas 333-342: W. Klonowski, E. Olejarczyk, R. Stepien, et dl. “Moni-
toring the depth of anaesthesia using fractal complexity method”

 David G. Greeny David Newth (2005). Towards a theory of everything?

Grand challenges in complexity and informatics. Complexity Interna-
tional, 8, pp. 1-12. Australia. Disponible en: https://goo.gl/bbFRVR
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El comienzo del articulo es muy interesante, introduciendo temas de
complejidad y computabilidad (autoorganizacién, cambios de fase, la im-
portancia de los grafos dirigidos, Prigogine, redes booleanas estocasticas...).
Sin embargo, las conclusiones son de poca calidad.

Fuente: Fotografia de dominio publico. Disponible en: https://goo.gl/KQrxMD

Personaje 3

Henri Poincaré (1854-1912)
Jules Henri Poincaré fue un matematico y fisico francés, posiblemente el primero en descubrir
el fenémeno del caos, aunque también trabaj6 en otros temas, como la teoria de la relatividad
especial.
En una época histérica donde se pensaba que las matematicas podian resolver cualquier proble-
ma, aln no se habia encontrado una solucion al llamado “problema de los tres cuerpos”: las leyes
de Newton se pueden aplicar facilmente a dos cuerpos, pero no a tres. Por ello, Poincaré participo
en un concurso relacionado con ese tema propuesto por el rey de Suecia, quien queria saber si las
orbitas de los planetas eran estables. Ya era conocido el célculo diferencial de Leibnitz y Newton,
que usé para obtener aproximaciones al problema. Sus conclusiones fueron que, en general, no
era posible calcular la trayectoria de tres 0 mas cuerpos influidos mutuamente por la gravedad,
pues cualquier pequefio error de medida inicial influia grandemente en los resultados. Pero tam-
bién logrd establecer que las drbitas conocidas no iban a cambiar sustancialmente en los préximos
miles de afios, lo cual fue suficiente para satisfacer al rey de Suecia y que le diera el premio. Aun-
que no le puso nombre, Poincaré fue el primero en entender y enfrentarse a problemas caéticos.
Hoy en dia sabemos mas sobre el problema de los 3 0 mas cuerpos. Por ejemplo, cuando dos
objetos pequefios orbitan alrededor de uno grande en sincronia, esto es, los periodos de ambos
tienen una relacién entera, entonces el sistema es inestable. Esto se debe a que se encontraran
cerca (ejerciendo entre ellos la maxima influencia gravitatoria) una y otra vez en el mismo punto de
sus orbitas. Es analogo a empujar un columpio siempre en sincronia: cada vez tomara mas velo-
cidad, pudiendo despedir al nifio del columpio 0 hacerle dar vueltas de campana. Mientras que si
se empuja el columpio en momentos elegidos al azar no se le transferira energia apreciablemente.
Esa es la razon para que en los sistemas planetarios haya zonas orbitales vacias. En los sis-
temas de anillos de Saturno y otros planetas también existen zonas vacias —por los mismos
motivos— que corresponden a érbitas sincronicas con alguno de los satélites, por lo que el polvo
fue expulsado de alli hace rato. De hecho, esa es la nueva definicion de planeta: aquel cuerpo que
ha barrido su orbita. Y Plutén todavia no lo ha hecho, por lo que ahora desciende a la categoria
de los planetoides.
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