CapiTuLo 3

PERCEPTRON MULTICAPAY
ALGORITMO BACKPROPAGATION

INTRODUCCION

Debido a la imposibilidad de solucionar problemas de clasificaciéon no
lineales que presenta el Perceptron propuesto por Rosenblatt, y redes algo
mas evolucionadas como el Adaline, el interés inicial que las redes neuro-
nales artificiales habian despertado, decay6 fuertemente y solo quedaron
unos pocos investigadores trabajando en el desarrollo de arquitecturas y
algoritmos de aprendizaje capaces de solucionar problemas de alta comple-
jidad. Esta situacion fue ampliamente divulgada por Misky y Papert en su
libro Perceptrons; lo que significd practicamente el olvido cientifico de la
propuesta de Rosenblatt.

Ronsenblatt, sin embargo, ya intuia la manera de solucionarlo, el autor
del Perceptron, percibia que si incluia una capa de neuronas entre las capas
de entrada y salida, podia garantizar que la red neuronal artificial seria ca-
paz de solucionar problemas de este tipo y mucho mas complejos como los
que se presentaran a lo largo de este capitulo.

(Pero cudl fue la mayor dificultad para poner en practica la nueva pro-
puesta? La modificacion de los pesos sinapticos asociados a la capa de sa-
lida, se hace con el error entre la salida esperada y la salida de la red. Pero,
(como calcular el error de la capa intermedia para modificar los pesos si-
napticos de esta nueva capa, que llamaremos capa oculta? Justamente este
interrogante quedo por varios afos sin respuesta y fue la razon fundamental
por la que las redes neuronales artificiales quedaran casi en el olvido.

A mediados de la década de los setenta, Paul Werbos en su tesis doctoral
propone el Algoritmo Backpropagation, que permite entrenar al Perceptron
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multicapa y posibilita su aplicacion en la solucidon de una gran variedad de
problemas de alta complejidad como lo veremos a lo largo de este capitulo.

Paul J. Werbos

Cientifico norteamericano que obtuvo su doctorado en la Uni-
versidad de Harvard en 1974, reconocido en ¢l mundo de las
redes neuronales artificiales, porque en su Tesis fue el prime-
ro en describir el algoritmo Backpropagation para el entre-
namiento del Perceptron multicapa. Una ampliacion de esta
informacion puede encontrarse en su libro The Roots of Back-
propagation. Por este aporte, fue galardonado por la IEEE con
el Neural Network Pioneer Award. Actualmente, trabaja para
la National Science Foundation.

ARQUITECTURA GENERAL DE UN PERCEPTRON MULTICAPA

Enlafigura 3.1 presentamos la estructura del Perceptron Multicapa (MLP
de sus siglas en inglés Multi Layer Perceptron), que a diferencia del Percep-
tron y del Adaline, posee al menos tres niveles de neuronas, el primero es el
de entrada, luego viene un nivel o capa oculta y, finalmente, el nivel o capa
de salida. Podemos proponer mas de una capa oculta, pero en general no lo
recomendamos pues se aumenta fuertemente la complejidad computacional
del algoritmo de aprendizaje y para la gran mayoria de las aplicaciones
practicas que propondremos en este libro, es suficiente un MLP con una
Unica capa oculta.

En las redes neuronales artificiales, el término conectividad se refiere a
la forma como una neurona de una capa cualquiera esta interconectada con
las neuronas de la capa previa y la siguiente. Para el MLP, la conectividad
es total porque si tomamos una neurona del nivel de entrada, ésta estard
conectada con todas las neuronas de la capa oculta siguiente, una neurona
de la capa oculta tendrd conexion con todas las neuronas de la capa anterior
y de la capa siguiente. Para la capa de salida, sus neuronas estaran conec-
tadas con todas las neuronas de la capa oculta previa, para mayor claridad
observemos la figura 3.1. Por lo general, se le implementan unidades de
tendencia o umbral con el objetivo de hacer que la superficie de separacion
no se quede anclada en el origen del espacio n-dimensional en donde se esté
realizando la clasificacion.

La funcion de activacion que utilizan las neuronas de una red MLP suele
ser lineal o en la mayoria de los casos sigmoidal.
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Fig. 3.1 Arquitectura General de un MLP

David Rumelhart

A este cientifico norteamericano se debe en gran parte, el re-
surgimiento de las Redes Neuronales Artificiales, cuando en
1986, publica su libro “Parallel distributed processing: Explo-
rations in the microstructure of cognition”, en el cual difunde
ampliamente el algoritmo de entrenamiento de un Perceptron
multicapa. Con este algoritmo se da respuesta al interrogante
que Papert y Minsky, le plantearon a Rosenblatt, de como en-
trenar la capa oculta del MLP, si no se tenian datos esperados
de salida para esta capa.

ENTRENAMIENTO DE UN MLP

Muchos autores traducen al espainol el nombre de este algoritmo, quiza la
mejor acepcion para el término Backpropagation es la de retropropagacion,
pues nos da una idea conceptual de la esencia del algoritmo, justamente de
propagar el error de la capa de salida hacia las capas ocultas; sin embargo,
el nombre anglosajon se ha aceptado en la mayoria de las publicaciones en
espaiol y lo usaremos en este libro.

En el capitulo 2, vimos que uno de los principales inconvenientes que
tiene el Perceptron es su incapacidad para separar regiones que no son li-
nealmente separables y lo ilustramos al aplicarlo en la solucion de un pro-
blema simple como la separacion de las salidas de una funcion logica XOR.
Sin embargo, Rosenblatt ya intuia que un Perceptron multicapa si podia
solucionar este problema pues, de esta manera, se podian obtener regiones
de clasificacion mucho mas complejas. Sin embargo, persistian algunas in-
terrogantes sin respuesta ;Como entrenar un Perceptron multicapa? ;Como
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evaluar el error en las capas ocultas si no hay un valor deseado conocido
para las salidas de estas capas?

Una respuesta a estos interrogantes la planted formalmente Werbos,
cuando formul6 el algoritmo de aprendizaje Backpropagation. Algoritmo
que debe su amplia difusion y uso a David Rumelhart. Como el error de la
capa de salida es el tnico que puede calcularse de forma exacta, el algo-
ritmo propone propagar hacia atras este error para estimar el error en las
salidas de las neuronas de las capas ocultas, con el fin modificar los pesos
sindpticos de estas neuronas.

Antes de profundizar matematicamente en el algoritmo de aprendizaje
Backpropagation, revisemos su funcionamiento de manera conceptual:

» Seleccionamos un conjunto de patrones claramente representativos
del problema a solucionar, con los cuales vamos a entrenar la red. Esta
fase es fundamental pues dependiendo de la calidad de los datos utili-
zados para el entrenamiento, sera la calidad de aprendizaje de la red.

 Aplicamos un vector de entrada a la red y calculamos la salida de las
neuronas ocultas, propagamos estos valores hasta calcular la salida
final de la red.

* Calculamos el error entre el valor deseado y la salida de la red.

* Propagamos el error hacia atras, es decir, estimamos el error en la
capa oculta con base en el error de la capa de salida.

* Modificamos los pesos de la capa de salida y de las capas ocultas con
base en una estimacidn del cambio de los pesos Aw en cada una de las
capas que a su vez, depende del célculo del error de la capa de salida
y de la estimacioén del error en las capas ocultas realizado en los pasos
anteriores.

* Verificamos la condicion de parada del algoritmo ya sea por que el
error calculado en la salida es inferior al impuesto por el problema
bajo analisis o por ejemplo, porque hemos superado un nimero deter-
minado de iteraciones, en cuyo caso consideraremos que es necesa-
rio hacer ajustes al disefio de la red, pues la solucidon no converge, o
simplemente que debemos ampliar el nimero méaximo de iteraciones
a realizar

* En caso de no cumplir con ninguna de las condiciones de parada, vol-
vemos a presentarle a la red un patron de entrenamiento.

Nomenclatura del algoritmo backpropagation
Antes de formular matematicamente el algoritmo, con la ayuda de la figu-
ra 3.1, definamos la notacioén que seguiremos a lo largo de este capitulo.
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Patron o vector de entrada

Entrada i-ésima del vector de entrada x,

Dimension del vector de entrada

Numero de ejemplos, vectores de entrada y salidas diferentes.
Numero de neuronas de la capa oculta: 4

Numero de neuronas de la capa de salida, dimension del vector de salida
Peso de interconexion entre la neurona i-ésima de la entrada y la j-ésima de
la capa oculta.

Término de tendencia de la neurona j-ésima de la capa oculta.

Entrada neta de la j-ésima neurona de la capa oculta
Salida de la j-ésima neurona de la capa oculta

Funcion de activacion de la j-ésima unidad oculta
Peso de interconexion entre la j-ésima neurona de la capa oculta y la k-ésima
neurona de la capa de salida.

Término de tendencia de la k-ésima neurona de la capa de salida.
Entrada neta de la k-ésima neurona de la capa de salida.

Salida de la k-ésima unidad de salida

Funcion de activacion de la k-ésima unidad de salida o€ R";xe R”
Valor de salida deseado para la k-ésima neurona de la capa de salida.
Valor del error para el p-ésimo patron de aprendizaje.

Taza o velocidad de aprendizaje

Término de error para la k-ésima neurona de la capa de salida.
Término de error para la j-ésima neurona de la capa oculta
Derivada de la funcion de activacion de la j-ésima neurona de la capa oculta.
Derivada de la funcion de activacion de la k-ésima neurona de la capa de
salida.

Algoritmo backpropagation: regla delta generalizada

El objetivo buscado con el aprendizaje en las redes neuronales, multicapa,
es el de poder establecer una transformacion matematica ®(x) que relacione
adecuadamente los pares ordenados de ejemplos de entradas de excitacion
a la red y su correspondiente salida deseada. La calidad de la estimacion
va a depender, fundamentalmente, del nimero de ejemplos disponibles del
problema bajo observacion y que la muestra sea lo suficientemente represen-
tativa. A continuacién vamos a describir las etapas de este algoritmo.
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Procesamiento de datos hacia adelante “feedforward”
Como primer paso estimulamos la red neuronal con el vector de entra-
da:

— T
X =X 00 XgreeniXopaens X\ ] (3.1)
Calculamos la entrada neta de la j-ésima neurona de la capa oculta:
h - h h
Neta " = Zwﬁ x, +6,; (3.2)

Calculamos salida de la neurona j-ésima usando la funcion de activacion
y la entrada neta:

i, = f](Neta,") (3.3)

Una vez calculadas las salidas de las neuronas de la capa oculta, éstas se
convierten en las sefales de excitacion de las neuronas de la capa de salida
y asi podemos calcular la entrada neta de la k-ésima neurona de la capa de
salida:

L
Neta,,’ = zw,g”imo +96,° (3.4)
=]

Con base en la funcion de activacion de la k-ésima neurona de la capa
de salida podemos calcular la salida estimada por la red neuronal ante el
estimulo de entrada:

Yo = S (Net ") (3.5)

Error en las capas oculta y de salida
Antes de continuar con el calculo del error en las capas oculta y de salida,
recordemos como modifica la Regla Delta o LMS (Least Mean Square) los

pesos sinapticos de una red neuronal con base en la ecuacion 3.6.

w(t+ 1) =w,(t) +20e,x, (3.6)
e,=d-y

En la Regla Delta, e_se define como el error generado por una unica neu-

rona o elemento de procesamiento. Con el algoritmo Backpropagation cal-

culamos el error global, considerando todas las unidades de procesamiento
y sumando el aporte al error de cada una de las neuronas,
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(3.7)

El aporte unitario al error global e,; se define como el error de la k-ésima
neurona y se calcula con la ecuacién 3.8, donde d,, representa la salida
deseada.

epk = (dpk - ypk) (38)

La busqueda del minimo en la superficie de error se fundamenta en el
célculo de su gradiente descendente VE, . Para efectos de la deduccion de
este algoritmo vamos a considerar que el analisis lo hacemos considerando
p-ésimo patron de aprendizaje, por lo que en la ecuacion 3.7, eliminamos
los términos correspondientes a la sumatoria desde p=1 hasta P.

En un primero paso vamos a calcular la derivada del error global res-
pecto del peso w,”. Para efectos de este procedimiento, sustituimos en la
ecuacion 3.7 el valor de e,, que obtuvimos en la ecuacion 3.8. y procede-
mos al célculo de esta derivada.

1 & )
Ep :7z(dpk _ypk)

2 k=1
OE,
aij aW]g [ ;( pk ypk):|
OF,

d Net
aij aW]g [ ;( pk ﬁ ( eapk )) ]
oE, ) ) » ONeta
o= (pk fk(Ntapk ))ﬁc

aw,g.

0
aw,g

Ahora calculemos la derivada de la entrada neta, usando la ecuacion
3.4,

oNeta,’ A
5 aij |:zwk/ p/ +9 :| /

aij Jj=1

Con base en este resultado, podemos calcular el gradiente que correspon-
de a la derivada del error global respecto del peso Wy
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aEp 4 o' o .h
awk.a = _(dpk - ypk ) ’ ﬁc (Netapk ) : lp/'
g

En el capitulo 2, vimos que la intencion de aplicar concepto del gradiente
descendente es buscar paulatinamente un punto de error minimo siempre
guiados por la valor negativo de la derivada del error global, por lo que la
expresion que utilizaremos corresponde al negativo del gradiente del error
(-=VE)).

aE 0 o' 0 Y]
_VEp:_a po :(dpk_ypk ) e (Nempk )'l,lyj (3.9)

Wi

El proceso de entrenamiento de la red busca como objetivo fundamental

modificar el peso wkj”, esta modificacion se realiza con base en la ecuacion
3.10.

w, (@ +1) = w, () +Aw, () =w, (1)) +o.C VE,) (3.10)

Sustituimos el valor del gradiente en esta ecuacion y obtenemos la ecua-
cion 3.11 para la modificacion de los pesos,

w, (t+ 1) =w, () +ould, — v,V 1" (Neta,")i!, (3.11)

De esta expresion inferimos que la funcion de activacion f,° debe ser de-
rivable, por consiguiente, tanto en las capas ocultas como de salida, general-
mente escogemos una funcion de activacion lineal o sigmoidal. En el primer
caso, la derivada es uno, ecuacion 3.12 y, en el segundo caso, el resultado lo
entrega la ecuacion 3.13.

1.’ (Neta,,*) = Neta,,” — f," =1 (3.12)
_r
1+ v (3.13)

AN A EAY
£ =0, 0=,

1’ (Neta,,”) =

Luego de calcular las derivadas dependiendo del tipo de funcién de acti-
vacion que escojamos, la ecuacion 3.11 se cambia por la 3.14, si la funcion
de activacion es lineal,

wy(+1) =w, () +ould -y, )iy, (3.14)
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Para el caso de una funcion de activacion sigmoidal, resulta la ecuacion
3.15.

iju(t + 1) = ijo (t) +a(dpk - ypku)ykpo(l - ypko)i;;j (3' 15)

Con el fin de simplificar las expresiones 3.14 y 3.15 en una Unica ecua-
cion para facilitar su representacion en el algoritmo, definimos el térmi-
no del error en las neuronas de la capa de salida, con base en la ecuacioén
3.16.

Spka = (dpk _ypko)ﬁcov(Netapko) (316)
0, = epkfk"'(Netapk")

Por lo que la ecuacion de modificacion de pesos la unificamos en la ex-
presion 3.17

w, (t+1) = w,” () +0d i (3.17)

Actualizacion de pesos de las capas ocultas

Para la capa oculta no es posible calcular el error directamente, ya que no
se conocen las salidas deseadas de esta capa. Sin embargo, si usamos el con-
cepto de retropropagacion, observamos que existe una manera de estimar
este error de la capa oculta partiendo del error en la capa de salida. Veamos
como podemos actualizar los pesos de la capa oculta y, en particular, el peso
wAl,h. Retomemos en la ecuacion 3.18, el error global en la capa de salida

J , , .
para el patron p-€simo.

1 M
E, =Y (d,—y,) (3.18)
253
Ahora podemos calcular el gradiente descendente —VE, con respecto
a, wﬁh
oE 0 [1& 3.19
P = d - 2 (3.19)
aw/ih awjih |:2k2={( ) :|
oE B ay "
P —_N'(d  — Pk (3.20)
awﬁh ;( pk ypk) awﬁh

Apliquemos la regla de la cadena sucesivamente para el calculo de la
derivada interna,
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aEp _ _i . —y.)- aypkh ‘ aNetapkO . aiﬁj ' aNel‘apjh (3.21)
Bwﬁh &P TP ONeta w0, JNeta pjh ow ﬁ.h

aE < 4 4 4 !
am}—f)h:_kz:;(dpk_ypk)'.}(k (Netpk )'ij 'fjh "Xy (3.22)

JU

En la ecuacion 3.22 calculamos el gradiente del error global respecto de
los pesos de la capa oculta y con base en este valor, definamos la expresion
para la modificacion de los pesos de la capa oculta,

w (t+D)=w,"O)+Aw," () =w," () +0| - 9E, (3.23)

Al reemplazar en esta ecuacion la expresion del gradiente, obtenemos la
ecuacion 3.24 que nos permite actualizar los pesos de la capa oculta.

M
w/ t+)=w," (1) +a(;<dpk —y) £ (Neta,,*y w," - " - x,, ) (3.24)

De manera similar a lo planteado en la capa de salida, definamos en la
ecuacion 3.25 el término del error en la capa oculta,

M
h h' h 4 0
8, =f; (Neta, )kE_ISPk W (3.25)

En la ecuacién 3.25 observamos que el término de la sumatoria, repre-
senta matematicamente el concepto de Backpropagation, ya que el error de
la capa oculta estd dado en funcion de los pesos sindpticos y de los términos
de error de la capa de salida. Finalmente, la modificacion de los pesos
sinapticos de la capa oculta la realizaremos con base en la ecuacion 3.26.

h h h
w, t+)=w,; (H)+0d , x, (3.26)
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Pasos del algoritmo backpropagation

Inicializamos los pesos del MLP.

Mientras la condicion de parada sea falsa ejecutamos los pasos 3 a 12
Aplicamos un vector de entrada X, [Xp Kogreees Xjsens X, AT
Calculamos los valores de las entradas netas para Ia capa oculta.

NS S

h h h
Netapj —Zwﬁ .xpi+9j

1
5. Calculamos la salida de la capa oculta.
. h ok h
i, =[; (Neta,")
6. Calculamos los valores netos de entrada para la capa de salida.
L
Neta,,~ = Zwkj i, +6,
Jj=1
7. Calculamos las salidas de la red.

Vo = fka(NetapkO)
8. Calculamos los términos de error para las unidades de salida.
8, =(d, =y, ). (Neta,)
9. Estimamos los términos de error para las unidades ocultas.
M
Spjh = fjh'(Nempjh);Spkowlqo
10. Actualizamos los pesos en la capa de salida.
w, (t+1) = w," () +0d 5 i
11. Actualizamos pesos en la capa oculta.
wﬂ.h t+)= wﬂ.h(t) +0c5pjhxpl.
12. Verificamos si el error global cumple con la condicion de finalizar.

P M
= Z(dpk _ypk)z

p=l k=1

Algoritmo gradiente descendente con alfa variable

Uno de los inconvenientes que presenta el algoritmo basico de gradiente
descendente con Backpropagation es tener el parametro de aprendizaje o
fijo. Este pardmetro cuyo valor depende de la aplicacion que estemos solu-
cionando, también puede variar en el proceso de aprendizaje con el fin de
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modificar el tamafio de la variacion de los pesos Aw, para acelerar la con-
vergencia del algoritmo de aprendizaje. Una estrategia efectiva para variar
el parametro de aprendizaje es el incrementarlo o disminuirlo en cada itera-
cion, dependiendo de la manera como evolucione el error de entrenamiento,
con base en la regla descrita en la ecuacién 3.27.

{pa‘k’Si Ep(wk+l)<E(Wk)
Ock+1 =

ooy ,si E, (W) 2 E(w,) (3:27)

Donde, p>1y 0<oc<I.

Los parametros p, 6 y o, son iniciados de manera heuristica. Gene-
ralmente p es definido con un valor cercano a uno (por ejemplo p =1.1),
para evitar incrementos exagerados en el error de entrenamiento y ¢ con un
valor tal que reduzca o rapidamente para de esta manera abandonar valores
elevados de la razon de aprendizaje (por ejemplo G = 0.5).

Pasos del algoritmo gradiente descendente con a variable

1. Definir los pesos iniciales. Condicion_parar =Falsa
2. Mientras Condicion_parar = Falsa ejecutar los pasos 3a 12.
3. Aplicamos un vector de entrada

X, = [xpl,xpz,..., xpi,...,xpn]T.

4. Calculamos los valores de las entradas netas para la capa oculta.
N
Netapjh = Z wjl.h X, +6jh
i
5. Calculamos la salida de la capa oculta.
ipjh =f(Netapjh)
6. Calculamos los valores netos de entrada para la capa de salida.
L
Neta,,’ = Z}wkj"im” +0,°
=
7. Calculamos las salidas de la red.
Vo = fko(NetapkO)
8. Calculamos el error para las unidades de salida.
8pko = (dpk = Vok )f}cov(Netapku)
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9. Estimamos el error para las unidades ocultas.
M
h _ ' h 0 o
8pj - f/ (Nempj );5171{ Wy
=1
10. Calculamos el error global de salida.

ZZ( pk ypk)

plkl

11. Hacemos Eprev: Ep
12.SiE_ <E i entonces

prev

Condicion _parar = Verdadera y salir
Sino
Condicion_parar = Falsa

13. Actualizamos los pesos en la capa de salida.

w, @+ =w, () +0d . i,

14. Actualizamos los pesos en la capa oculta.
wﬂ.h t+1)= wﬁh (@) +0L5pjhxp

15. Calculamos el error E|

16. SiE <E , entonces

Eprev: Ep
O, =p0,, donde p >1
Volvemos al paso 3
sino
o, =00,, donde 0<0 <1

Volvemos al paso 13

ALGORITMOS DE ALTO DESEMPENO
PARA REDES NEURONALES MLP

El algoritmo backpropagation basado en el gradiente descendente re-
sulta ser un método de entrenamiento lento para ciertas aplicaciones donde
requerimos una alta velocidad de convergencia. En esta seccion presentare-
mos dos nuevos algoritmos de alto desempefio para el aprendizaje de redes
MLP que emplean técnicas de optimizacion numérica estandar:

* Algoritmo de Aprendizaje del Gradiente Conjugado
* Algoritmo de Aprendizaje de Levenberg Marquardt
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Algoritmo de aprendizaje del gradiente conjugado

En esta seccidn, presentamos una de las mas populares y efectivas fami-
lias de algoritmos de optimizacién multivariable para el aprendizaje de redes
tipo MLP. El algoritmo del Gradiente Conjugado es un método avanzado
de aprendizaje supervisado fuera de linea para la red tipo MLP. Usualmente
funciona mejor que el algoritmo Backpropagation y lo podemos utilizar en
el mismo tipo de aplicaciones. Este algoritmo lo recomendamos para cual-
quier red neuronal con un gran nimero de pesos (mas de varios centenares)
y/o multiples neuronas de salida.

Lo que buscamos con los algoritmos de aprendizaje para redes MLP es
minimizar la funcién de error o indice de desempefio de la red, consideran-
do una superficie cuadratica n-dimensional, de tal manera que al finalizar
el aprendizaje se encuentre un vector de pesos cuyos elementos, al reem-
plazarse en la funcién de error, entreguen el minimo deseado. En el método
original del gradiente descendente calculamos el gradiente en un punto o
vector inicial de pesos y buscamos el minimo moviéndonos hacia la direccion
definida por el negativo del gradiente, entonces, en el nuevo punto que en-
contramos el gradiente es perpendicular a la direccion de busqueda inicial
o del gradiente anterior. En la mayoria de los casos tal como observamos
en la figura 3.2, el nuevo punto que encontramos no es muy diferente al
anterior y se pierde un gran esfuerzo computacional minimizando en esta
direccion.

Minimo
Global <

Punto inicial

e /Perpendicular al gradiente
.

Fig. 3.2 Evolucion del Gradiente

Aunque la funcién decrezca rapidamente alrededor del negativo del
gradiente, esto no necesariamente garantiza una mayor velocidad de con-
vergencia. En el algoritmo de gradiente conjugado buscamos minimizar el
error sobre una direccion que es conjugada a la que en este momento tene-
mos, lo cual produce generalmente una convergencia mas rapida, que si la
busqueda la hacemos Unicamente en la direccion del gradiente descendente.
Con el fin de ilustrar este método, consideremos dos vectores I y S que son
conjugados. Esto quiere decir que al moverse a lo largo de uno de ellos, por
ejemplo por r, el cambio en el gradiente de la funcion es perpendicular al
Vector s, que matematicamente se representa con la ecuacion 3.28.
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r'Hs=0 (3.28)

Donde H es la Matriz Hessiana y se define en la ecuacion 3.29

— -

d’y %y
’w, omw;
2’y
I (3.29)
W
d%y d%y
oww, 9’w,

De la expresion 3.28 deducimos que para obtener un vector conjugado,
debemos calcular la Matriz Hessiana, que implica una alta carga compu-
tacional, por lo que propondremos un método alternativo que no implique
este calculo. Antes de explicarlo, veamos graficamente en las curvas de ni-
vel de la funcion de error de la figura 3.3, la ventaja de minimizar una fun-
cion de error utilizando esta idea de movernos en una direccion conjugada
al gradiente.

Gradiente del punto inicial

- Punto inicial

Minimo
Global ey

Conjugado al gradiente

Fig. 3.3 Curvas de nivel de la funcion de error

Como se muestra en la figura 3.3, si en lugar de calcular una direccion
perpendicular a la direccion previa, se calcula una direccién conjugada y
se minimiza a lo largo de ésta, se llega mas rapido al minimo global de la
funcién que si seguimos la direccion del gradiente. Por lo que podemos ex-
tender esta idea ilustrado en dos dimensiones a un caso de n dimensiones,
donde para minimizar una funcion cuadratica de n variables (pesos de la
red), se requieren N minimizaciones lineales en direcciones que son mutua-
mente conjugadas.
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Actualizacion de pesos y determinacion de la direccion conjugada

La Matriz Hessiana juega un papel importante en el momento de de-
terminar la direccién conjugada. Pero en problemas de optimizacién com-
plejos como el entrenamiento de una red neuronal para ser aplicada en el
reconocimiento de voz o de caracteres manuscritos, es dificil o imposible
calcularla. Por esta razon, propondremos un método que permite calcular
esta direccion conjugada al gradiente sin requerir el calculo formal de esta
matriz.

Consideremos a g, como el vector con direccion negativa al gradiente de
la funcién de error en la iteracion i-ésima. Sea h, la direccion de blsqueda
en esta iteracion. Entonces se desarrolla una linea de blsqueda para deter-
minar la distancia éptima para moverse a lo largo de la direccion de bus-
queda comun, luego el vector de pesos de la red es actualizado de acuerdo
con la ecuacion 3.30.

En este nuevo algoritmo, el cambio en los pesos lo calculamos con la
ecuacion 3.30, donde K(t) es el factor de multiplicacion resultado de la bus-
queda y h(t) es el vector de la direccion en la cual vamos a llevar a cabo el
proceso de minimizacién e incluye el aporte de la direccion conjugada del
gradiente.

w(t+1) = w(?) + k() h(?) (3.30)

Para inicializar el algoritmo, igualamos g(0) y h(0) al negativo del gra-
diente en el punto inicial.

g(0) =h(0)=-VE(0) (3.31)

En cada paso debemos considerar la evolucion del algoritmo llevando
un registro del gradiente y la direccion de busqueda del paso anterior. Cada
vector de direccion de basqueda lo calculamos como una combinacion li-
neal del vector gradiente en el instante actual y el vector de direccion de
busqueda previa.

h(t) =—g(t) + h(t-1) (3.32)

Donde y es un nuevo parametro variante en el tiempo y, para su ajuste,
existen varias reglas que nos permiten determinar su valor en términos de
g(t)y g(t-1). Las diferentes versiones que se tienen del algoritmo del gra-
diente conjugado son distinguidas por la manera como calculamos la cons-
tante y de las cuales presentaremos tres variaciones.

La primera, es la regla de actualizacion Fletcher-Reeves cuya actuali-
zacion de y se hace con la ecuacion 3.33, que corresponde a la razon de
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cambio de la norma cuadrada del gradiente actual a la norma cuadrada del
gradiente previo. Este algoritmo basado en el Gradiente Conjugado requiere
solo un poco mas de memoria que otros algoritmos mas simples, asi que
ofrecen una buena opcion para redes con un gran niimero de neuronas, co-
nexiones y por ende pesos sinapticos.

0] (3.33)
g (t—Dg(t-1)

Otra forma de calcular la constante y es la Regla de actualizacién Polak-
Ribiére, que al igual que con el algoritmo Fletcher-Reeves, la direccion
de busqueda en cada iteracion es determinada por la ecuacion (3.32) y la
constante y es calculada con la ecuacion 3.34.

_ (&) -g(-1)"g() (3.34)
g’ (t=Dgr-1)

Y

Este es el producto interno entre el cambio en el gradiente previo y el
gradiente actual dividido por la norma cuadrada del gradiente previo. Los
requerimientos de memoria para Polak-Ribiére (cuatro vectores) son ligera-
mente mas grandes que para Fletcher-Reeves (tres vectores).

La Gltima regla para calcular la constante y la presentamos en la ecuacion
3.35. La propusieron Hestenes y Steifel y corresponde al producto interno
entre el cambio en el gradiente previo y el gradiente actual, dividido por el
producto interno entre el cambio del gradiente previo y la direccion de bus-
queda en el instante anterior.

__g)—glr-1)) gl (3.35)
. (g)-gt-1)"g®)
(g()-g(-1)h-1)

Una vez calculamos el valor de y podemos encontrar con la ecuacion
3.32 la nueva direccion de busqueda h(t). Para calcular el tamafio de la
variacion de peso en la direccion de basqueda h(t) utilizamos una rutina
de minimizacion lineal. En los algoritmos de aprendizaje hasta ahora estu-
diados, el valor de la variacion de peso Aw es proporcional al pardmetro de
aprendizaje o, el cual es generalmente constante. En el algoritmo de gra-
diente conjugado no tenemos un parametro de aprendizaje, sino que el valor
de Aw se ajusta en cada iteracion usando una rutina de minimizacion lineal.

Finalmente, el algoritmo del Gradiente Conjugado requiere de algunos
calculos empleados en el Algoritmo Backpropagation para determinar el
gradiente de la funcion de error con respecto a todos los pesos de la red. A
diferencia del algoritmo Backpropagation que presentamos en la seccion

91



UNA APROXIMACION PRACTICA A LAS REDES NEURONALES ARTIFICIALES

3.2, en este algoritmo la actualizacion de los pesos se lleva a cabo en un
entrenamiento por lotes, es decir, en cada iteracion todos lo patrones deben
ser presentados a la red para determinar el error cuadratico promedio (MSE)
de la ecuacion 3.36, cada vez que se requiera evaluar la funcion de error
durante el proceso de aprendizaje.

p :ﬁzz(dpk_ypk)z (3.36)

p=l k=

LN

La actualizacion de pesos por lotes tiene como ventaja incrementar la
rata de aprendizaje de una red MLP, ya que en cada iteracion se presentan
todos los patrones de entrada antes de realizar la actualizacion.

Pasos del algoritmo gradiente conjugado

1. Definimos los pardmetros iniciales:
Condicion_parar = Falsa
Valores iniciales de los pesos y bias de la red w.
Factor de aprendizaje a.
Error minimo deseado E
2. Mientras la Condicion_parar sea falsa ejecutamos los pasos 3 a 7
3. Presentamos todos los patrones de entrada a la red
X = {XXppeees XipeonX }o
4. Calculamos la entrada neta para las neuronas de la capa oculta.

N
h h h
Neta , = Z WX, +8;
5. Calculamos la salida de la capa oculta.
h h
i, =f(Neta,")

6. Calculamos la entrada neta para las neuronas de la capa de salida.
L
o 0 . o o
Neta = = Zwkj i, +6,
7. Calculamos la salida de la red neuronal.

. = fi (Neta,’)

8. Calculamos el gradiente para las capas de salida y oculta en la
primera iteracion; en las siguientes usamos la calculada en el
paso 17.
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9. Inicializamos el gradiente y la direccion de busqueda para la
primera iteracion, para las dos capas, en las siguientes iteraciones
se omite este paso

h(0)=-g(0)
10. Calculamos el error global promedio de la red.
1 P M
Ep = Ezz(dpk _ypk)z

p=1 k=1

11. Si E_ >E__ejecutamos los pasos 12 a 18.
p min . . 0
En caso contrario Condicion_parar = Verdadera y salir.
12. Calculamos el k (t) proximo usando una rutina de minimizacion
lineal mlin

k(1) = mlin(w(1),2(0), E, )
13. Actualizamos los pesos de la red para cada una de las capas.
w(t+1)=w(t)+k(¢) h(?)

14. Calculamos la regla de actualizacion por cualquiera de las
variantes.

g’ (Ng()
g’ (1-Dg(t-1)

Polak -Ribiére 7y = (g(’z —g(t=1)"g®
g (t-Dg(-1

I COR - GRVE0)
(g()—gt-1))"h(t-1)

15. Calculamos la siguiente direccién de blasqueda para cada capa.

h(r) = —g() +vh(r 1)

Flecher -Reeves 7y =

Hestenes -Steifel vy

@)
[

16. Normalizamos la direccion de busqueda nor _ h(t) =

17. Volvemos al paso 2

Algoritmo de aprendizaje levenberg marquardt

En esta seccion presentamos una alternativa al método de Gradiente
Conjugado para acelerar la fase de aprendizaje de una red neuronal arti-
ficial, en honor a sus inventores se ha denominado: Algoritmo Levenberg
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Marquardt. Debido a la gran carga computacional que implica su ejecucion,
no recomendamos el uso de este algoritmo cuando se vaya a entrenar una
red con alto nimero de conexiones. Para redes con una arquitectura con
pocas neuronas y conexiones, este algoritmo sera mas rapido y efectivo que

el Algoritmo del Gradiente Conjugado.

Una de las grandes fortalezas que presenta este algoritmo es la combi-
nacion de dos estrategias de minimizacion, el método de gradiente descen-
dente y el método de Newton. Vamos a revisar, rapidamente, este segundo
método y en la ecuacion recursiva 3.37 presentamos como se localiza un
valor minimo de una funcion de una variable f(x), utilizando la primera y
segunda derivada.

S in ()
f' ' (‘xmin (t))

Con base en esta ecuacion podemos inferir la ecuacion 3.38, donde va-
mos a minimizar el error global E, en el espacio de los pesos sinapticos

representado por la matriz W.

Xin E + 1) =X, () — (3.37)

'

(t+1) = (3.38)

mm

mm E "

La segunda derivada del error global corresponde a la Matriz Hessiana
H y la primera derivada la conocemos como el vector gradiente g. El vector
gradiente y la matriz Hessiana de la funcion de error los podemos calcular
utilizando la regla de la cadena. Asi, para una neurona de la capa de salida
el vector gradiente esta compuesto por las derivadas parciales del error con
respecto a cada uno de los pesos w, de la red, el elemento (i,j) de la matriz
Hessiana lo calculamos con las segundas derivadas parciales del error con

respecto a los pesos w,y w..
Recordemos la expres10n para calcular el error para una neurona de sali-
da de Perceptron multicapa,

e=(d-y)y (3.39)

La aplicacion directa de la regla de la cadena sobre esta expresion genera
el siguiente resultado:

%) o,y (3.40)

o

ki o,
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azep 9Y i aypk azJ’k (3.41)

=2 -
awkioawﬂh aWk] a ( pk yPk) a k}anJ h

Las ecuaciones 3.40 y 3.41, nos permiten calcular las componentes del
vector gradiente y de la matriz Hessiana.

Los factores que componen la expresion para la segunda derivada parcial
del error, es decir, la derivada parcial de la salida con respecto a los pesos,
son producidos en el algoritmo gradiente descendente con Backpropaga-
tion.

En la ecuacion 3.41 es posible eliminar el segundo término, considerando
que éste se encuentra multiplicado por el error. Es razonable asumir que los
errores generados en cada iteracion del entrenamiento son completamente
independientes y distribuidos alrededor de cero. Algunas veces el error sera
positivo y otras negativo. Esta situacion mantiene un balance que permite
cancelar el segundo término de la ecuacion 3.41. Estos errores producidos
por la aproximacion de la matriz Hessiana no afectaran la precision de los
resultados. Su efecto se reflejara en un proceso de convergencia mas lento,
haciendo mas confiable la tendencia hacia el antiguo método de Gradiente
Descendente.

La obtencion del gradiente y la matriz Hessiana, después de realizar la
aproximacion para esta ultima, requieren so6lo del calculo de la derivada de
la salida de cada neurona de la Gltima capa con respecto a cada uno de los
pesos. De acuerdo con la teoria aplicada al método de aprendizaje gradiente
descendente con Backpropagation, es posible calcular las expresiones para
la derivada teniendo en cuenta el tipo de pesos:

ay o' 4 .

D et 1 342
kj

ay o' o

3, — f (Neta )w - x,. [ (Neta ™) (3.43)

Asumiendo una red de dos capas de procesamiento, la primera ecuacion
determina la derivada de la salida con respecto a uno de los pesos que
conectan la capa oculta con la capa de salida, y la segunda representa la
derivada de la salida con respecto a uno de los pesos que conectan las neu-
ronas de entrada con la capa oculta, f representa la funcion de activacion, i
corresponde a la salida de la capa oculta.

La matriz H no la calculamos exactamente sino que recurrimos a su esti-
macion, por lo que debemos establecer un mecanismo de control para garan-
tizar la convergencia del algoritmo. En primer lugar se prueba la ecuacién
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del método de Newton, si al evaluarla el algoritmo no converge sino que el
valor del error comienza a crecer, eliminamos este valor e incrementamos el
valor de A en la ecuacion 3.44, con el fin de minimizar el efecto de la matriz
H en la actualizacion de los pesos. Si A es muy grande, el efecto de la matriz
H practicamente desaparece y la actualizacion de pesos se hace esencial-
mente con el algoritmo de gradiente descendente. Si el algoritmo tiene una
clara tendencia hacia la convergencia disminuimos el valor de A con ¢l fin
de aumentar el efecto de la matriz H y de esta manera garantizamos que el
algoritmo se comporta con un predominio del Método de Newton.

El método Levenberg Marquardt mezcla, suavemente, el método de
Newton y el método Gradiente Descendente en una unica ecuacién para
estimar W(t+1).

Wi+ =W(#)—(H+AD)'G (3.44)

Selecciéon del parametro A

Existe un tltimo aspecto a tratar antes de mostrar los pasos del algoritmo
Levenberg Marquardt, se trata de la seleccion del valor del parametro A. Al-
gunos autores recomiendan escoger un valor inicial fijo tal como A=0.001;
sin embargo, tal valor puede resultar lo suficientemente grande para algunas
aplicaciones, y muy pequefio para otras. Un método para optimizar este
parametro es buscar en la diagonal principal de la matriz H el valor mas
grande y tomarlo como el valor inicial de A.

El parametro A debe reducirse, si existe una tendencia a bajar el error
producido por los pesos estimados en la ecuacion 3.44, en caso contrario
debemos incrementar el valor de A. En el algoritmo utilizaremos p como
factor de reduccion y ¢ como factor de incremento.

Solucién de la ecuacion para determinar la variacion de pesos A
De acuerdo con la ecuacion 3.44, la variacion de pesos A la definimos
con la ecuacion 3.45.

W +1)=W()-A (3.45)

El célculo directo de A empleando esta ecuacion es lento y puede resul-
tar inestable debido al calculo de la inversa de la matriz H. Para solucionar
estos inconveniente proponemos calcular A con la ecuacién 3.46.

H+ADA =G (3.46)

Bajo condiciones ideales estas dos ecuaciones son matematicamente
equivalentes, y uno de los métodos de algebra lineal més indicados para
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resolver el sistema es conocido como Backsustitution. La ventaja del mé-
todo es que asegura que la matriz de coeficientes serd no singular previendo
siempre una solucion aceptable.

Pasos del algoritmo levenberg marquardt

En el algoritmo Levenberg Marquardt actualizamos el vector de pesos
de la red MLP en un aprendizaje por lotes, al igual que en el Algoritmo
Gradiente Conjugado. La matriz Hessiana y el vector gradiente también los
calculamos para cada patron y promediados por el niumero total de éstos,
como resultado de la realizacion de un aprendizaje por lotes.

1. Inicializamos los parametros de la red:
Definimos los valores iniciales de los pesos y bias de la red
Definimos el valor inicial del parametro de aprendizaje o
Definimos el error minimo deseado E .
Definimos la Condicion_parar = Falsa y RESET = Falso

2. Si RESET = Falso ejecutamos los pasos 3 a 13, sino vamos
al paso 14.

3. Presentamos todos los patrones de entrenamiento a la red.
X, = X, X0 xi,...,xp}

4. Calculamos los valores de las entradas netas para la capa oculta.

N

o h h

Neta o = E WX +6_].
i=1

5. Calculamos la salida de la capa oculta.
. h h
i, =f(Neta,")
6. Calculamos los valores netos de entrada para la capa de salida.

i

o 0. 0 o

Neta , —Zijlpi +0,
J=1

7. Calculamos la salida de la red neuronal.
Yo = fko (Netapko )

8. Calculamos el error global de la red y lo almacenamos en la variable.
E__ (Error previo)

prev | .
Eprev=F = — ZZ d —ypk)2
2P p=1 k=1
9. Calculamos el gradiente para el conjunto de patrones.
G_.=-VE(0)

save

97



UNA APROXIMACION PRACTICA A LAS REDES NEURONALES ARTIFICIALES

10. Calculamos la matriz H.
H =H

save

11.Si Eprev>Emin (el error previo es mayor al error minimo deseado),
ejecutamos los pasos 12 a 18, sino hacemos Condicion_parar =
Verdadera y salimos.

12.Inicializamos el parametro A.

A=H,

ijmax
i=)

13.Inicializamos indicador RESET a verdadero y volver a paso 2.

14. Si RESET = verdadero, guardamos el vector gradiente y la matriz H.
H = H save
G = Gsave

15. Incrementamos cada elemento de la diagonal de H en A.
H=H+A

16.Resolvemos el sistema de ecuaciones para A.
H+ADA=G

17. Adicionamos A al actual vector de pesos para actualizacion.
WiE+1)=W()—A

18.Calculamos el error E, el gradiente G y la matriz H con el nuevo
vector de pesos.

1 P M 5
E = _EZ(dpk _ypk)
2pP =1 k=l
19.Si Eprev<: E, .. hacer Condicion _ parar = Verdadero, en caso
contrario Condicion _ parar = Falsa
20.Si E< Eprev hacemos EpreV:E, en caso contrario hacemos los si-

guientes ajustes y volvemos al paso 14:
RESET = verdadero

A=47P donde p<1
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21. Si E> E,., hacemos los siguientes ajustes y volvemos al paso 14.
RESET = falso
A=A1%
H _=H donde oc>1

save

G, =G

save

CONSIDERACIONES DE DISENO

Antes de empezar a utilizar las redes MLP en algunas aplicaciones, muy
seguramente nos surgen algunas preguntas: ;Coémo entrenamos una red?
(Como seleccionamos su arquitectura? ;Cuantas neuronas definimos en
cada capa? ;Como saber que la red aprendié nuestro problema? ;Coémo
garantizar que la solucion es satisfactoria? La respuesta a estas preguntas
es dificil de dar y como todo en Ingenieria, a lo largo de la experimentacion
iremos ganando criterios para disefiar correctamente una red neuronal arti-
ficial para la solucién de un problema especifico. De todas maneras, en este
apartado revisaremos cada una de estas preguntas y trataremos de dar una
respuesta satisfactoria o al menos algunas recomendaciones o sugerencias.

Conjuntos de aprendizaje y de validacion

El conjunto de datos que disponemos para describir el fendémeno o pro-
blema a solucionar debe ser representativo de toda la informacion, es decir,
debemos evitar que tenga algun tipo de tendencia. En principio, destacamos
dos grupos, el primero, que llamamos de entrenamiento y lo utilizaremos
para esta primera fase de ejecucion del algoritmo de aprendizaje, se suele
utilizar entre el 50% y 70% de los datos. En el segundo grupo tenemos los
datos que utilizaremos para verificar el grado de aprendizaje. Recomenda-
mos que sea totalmente diferente a los datos utilizados en la fase de entre-
namiento. Se suele utilizar entre el 30% y 50% de los datos del conjunto
total disponible. Cuando estudiemos los mecanismos para mejorar la ca-
pacidad de generalizacion del aprendizaje de las redes neuronales artificia-
les, introduciremos un nuevo conjunto denominado datos para validacion,
el cual serd explicado ampliamente.

En la figura 3.4 presentamos un ejemplo de datos de entrenamiento y
validacion para una aplicacion donde la red neuronal aprendera la dindmica
de una funcion y = f(t). En éste a partir de un conjunto de muestras tomamos
las parejas ordenadas (t Y, ). Para el entrenamiento tomamos los puntos en
azul para el entrenamiento y los puntos en rojo para el proceso de validacion
del aprendizaje.
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Fig. 3.4. Conjunto de datos de entrenamiento y validacién

Dimension de la red neuronal

Cuando nos enfrentamos en el disefio de la arquitectura de un MLP ante
la pregunta de ;Cuantas neuronas elegir?, la respuesta para las capas de
entrada y salida es sencilla ya que el nimero de neuronas en dichas capas lo
definimos con base en el problema a solucionar, pues debe coincidir con la
dimension de los vectores de entrada y salida que lo describen. Por ejemplo,
queremos disefiar un clasificador de caracteres numéricos (0 al 9) en coédigo
de siete segmentos y salida en codigo BCD. ;Cuantas neuronas escoger en
la entrada? Para todos es claro que debemos disponer de siete neuronas
para saber si se activa 0 no cada uno de los siete segmentos con los que
representamos los digitos decimales. Para la salida el problema claramente
nos define que debemos escoger cuatro neuronas.

La dificultad se centra en la capa oculta, ya que la definicion del nimero
de neuronas queda supeditada a la experticia del disefiador. Existen dos ten-
dencias, empezar desde un muy alto nimero de neuronas y evaluar su fun-
cionamiento y, luego, paulatinamente, ir decreciendo el nimero de neuronas
hasta el instante en el cual, el error de aprendizaje y verificacion se man-
tengan en el minimo requerido. La otra es empezar por un nimero pequeio
de neuronas en la capa oculta, por ejemplo, igual al 50% de la dimension
del vector de entrada y, depués, empezar a crecer el tamafio de esta capa
oculta verificando si su desempefio mejora; llegard un momento en el cual,
aunque incrementemos el nimero de neuronas en la capa oculta, los errores
no van a decrecer sustancialmente, consideramos que en este instante he-
mos llegado a un buen disefio de red. Si este desempefio no es satisfactorio
debemos revisar la arquitectura de la red, el algoritmo de aprendizaje o la
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calidad de los datos.

Finalmente, surge la pregunta ;Cuantas capas ocultas debe tener un
MLP?, para una gran cantidad de aplicaciones de alta complejidad, tres ca-
pas son suficientes, es decir recomendamos utilizar solo una capa oculta. El
utilizar mas de una capa oculta, aumenta drasticamente la carga computa-
cional de la red, sobretodo en los algoritmos de entrenamiento de segundo
orden. En general recomendamos aumentar el tamaiio de la capa oculta y
no incrementar el nimero de capas ocultas, por ejemplo, si tenemos una
red neuronal con diez neuronas en la capa oculta, computacionalmente es
mejor, incrementar a 20 neuronas en esta capa y no generar una nueva capa
oculta con diez neuronas mas.

Por supuesto, que hay aplicaciones de alta complejidad, como por ejem-
plo el reconocimiento y clasificacion de patrones (reconocimiento y cla-
sificacion de imagenes o caracteres manuscritos), en las cuales es muy im-
portante generar superficies de decision altamente complejas y una segunda
capa oculta es muy Uutil en este caso.

Velocidad de convergencia del algoritmo

El Algoritmo Backpropagation encuentra un valor minimo de error (lo-
cal o global) navegando con el gradiente descendente por la superficie de
error. La velocidad de convergencia se controla con el valor de pardmetro
a, normalmente dicho parametro debe ser un nimero pequefio, en el rango
de 0.05 a 0.25. Un valor de a muy pequefio trae como consecuencia un
aprendizaje seguro, pero puede representar un alto nimero de iteraciones y
tardar mucho el tiempo de ejecucion de este algoritmo. En contraposicion,
un valor de o muy alto, puede generar oscilaciones en el aprendizaje.

Una forma de acelerar la convergencia en el proceso de aprendizaje y tal
como lo muestran las ecuaciones 3.47 y 3.48, ademas de utilizar el valor de
los pesos del instante t, utilizamos una fraccion del valor de los pesos del
instante anterior t-1, que la controlaremos con el valor del parametro 3. Con
esto queremos emular al momentum fisico considerando la tendencia en el
aprendizaje que traia la red en el instante anterior. El valor de B es reco-
mendable tomarlo como positivo y menor que la unidad.

Para los pesos de la capa de salida, se tiene la siguiente expresion:

we(t+1)=w (t)+0od i, +B(wi(t)—wi(t—=1)) (347
Para los pesos de la capa oculta se tiene la siguiente expresion:

wi(t+1)=wi(t)+ad, x, +B(wi(t)—w;(t-1)) (3.48)
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Funciones de activacion

En la mayor cantidad de problemas resueltos con redes MLP, la funcion
de activacion a utilizar en las capas ocultas es del tipo sigmoidal, pues le
garantiza la capacidad de procesamiento no-lineal. Para la capa de salida,
vamos a depender del tipo de problema que estemos solucionando; por
ejemplo, en el modelado e identificacion de sistemas, en la capa de salida es
preferible utilizar una funcién de activacion lineal, con el fin de no saturar
la salida de la red, hecho que se presentaria si usamos una funcién de acti-
vacion sigmoidal.

Side lo que se trata es de solucionar problemas de clasificacion y recono-
cimiento de patrones, lo recomendable es utilizar una funcion de activacion
sigmoidal en su salida con e